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第 一 章 
解 的 存在 性 及 唯一 性 定理 


8 1 积分 方程 的 概念 


在 积分 符号 下 含有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 : 为 了 研究 
方便 , 常 第 进行 如 下 的 分 类 ， 形 如 : 
| pn dy f(a), (LD) 


p62)—2| KCs, Pp)ay=f (2) 人 
的 方程 ， 其 中 Gy pb 有 了 溉 或 无 限 ， 1 为 复 和 参数 ， 五 (7 y)， g(x), f(z) 为 
实 自 变 景 的 复 函 数 ，gp(z) 是 末 知 国 数 ,G 分 别称 (1. 1)，(1. 2) 为 
Fredholm 第 一 和 第 二 种 方程 ， 简 记 为 F-L, F- 开 方程 ， 这 类 方程 
由 瑞典 几何 学 家 [. Fredholm 首先 提出 并 进行 过 系统 的 研究 . 
含 变 限 的 方程 
| KG Do(Day=f), acr<b, (lL3) 


g (一 和 EC Wp ay fe), ace<b, (4) 


由 意大利 数学 家 V. Volterra 提出 ， 故 分 别称 (1. 3), (1. 4) 为 
Yolterra 第 一 种 和 第 二 种 方程 , 简 记 为 V -LV- 开 方程 ， 如 果 令 
二 1 二 (7y y)， RIE 
Ye 0, zy<b, 


@@ 无 特别 声明 ,本 书 中 考虑 的 函数 均 为 复 值 丙 数 。 


可 见 (1. 3)，(1. 4 实际 上 也 是 Fredholm 方程 ， 尽 管 如 此 ， 由 于 
Volterra 型 方 种 毕 竞 还 是 具有 与 一 般 Fredholm 型 方程 本 质 不 同 
的 性 质 , 所 以 独立 弛 对 它们 加 以 研究 仍然 是 非常 必要 的 ， 

在 以 上 (人 1. 2D 一 01, 4 中 , 左 端 可 看 成 是 作用 于 w(x) 上 的 线性 
算 子 ， 因 此 它们 统称 为 线性 积分 方程 .车 在 上 述 诸 式 中 被 积 式 
及 (x,Y)9(9) 换 为 更 一 般 的 函数 K(x,9, 9 (2) 或 K(x,9) (pC))， 
出 分 别称 为 相应 的 非 线 性 积分 方程 . 

在 人 1. 1D 一 (1. 4) 中 ,下 (zx, 27 称 为 积分 方程 的 核 . 有 时 根据 问 
题 的 性 上 质 , 核 本 身 常 常 县 有 某 些 特点 , 例如 (z, 站 对 变 元 连 绪 称 
为 连续 核 , 记 作 KK (x,y)EC; 下 (7x, 引 可 满足 条 件 

ee plaray< +eo， 
称 为 工 : 核 , 记 作 天 (z, DEL;; 如 核 可 写 为 


K(s = 
“YY 
或 


Kw) = HD, ocacl, 


lz—gy|”” 


竹 二 (xz,Y) 连 续 , 如 分 别称 为 Cauchy 核 或 弱 奇 性 核 , 等 等 . 
积分 方程 与 微分 方程 有 密切 的 联系 ， 有 时 微分 方程 的 问题 化 
为 积分 方程 来 处 理 更 为 有 利 . 这 征 因 为 对 线性 算 子 而 言 ， 在 一 定 
条 件 下 积分 算 子 比 微 分 算 子 在 某 些 方面 具有 更 好 的 特性 . 
例如 初 值 问 题 


ed | 5) 
{0 =po 
可 写 为 

9(z) 一 yo 十 | fl, 2(z))dz。 (1. 6) 


这 就 是 一 个 V-IL 发 程 ; 常 微分 方程 中 (1. 5) 解 的 存在 唯一 性 问题 
二 是 化 为 (1. 6) 来 研究 的 . 


又 如 两 点 边 值 问 是 
ae {1. 7) 


其 中 f(z),p(z) 在 [0,1] 上 连续 , 则 可 化 为 F-H 方程 事实 上 ,将 
方程 两 次 积分 并 换 限 便 得 : : 
pe)=0rt emt) Ce—DLF) —ApCy) Jdy. 
由 边 值 条 件 定 出 
o=0, ee= 一 | DF ap ay. 
代 回 上 式 ,有 
p= Diy (xz—y) 9 (ay 
-anf Way ra snp dy 
将 后 两 个 积分 拆 成 | 十 | .然后 合并 整理 得 
po A yop ty | 


二 [ya cath sd—nDf Way) 《1. 8) 


y(1—2), 32 
K(X,Y) = 
| un ee YXy 
' 台 上 式 可 统一 写 为 

K(x,y)=2<(1—7>), 


这 里 已 引用 记号 


Y< 一 minfzy ,7 =max(r,y), 中 (1. 9 广 
于 是 (1. 8) 成 为 F-I[ 方程 
vo) 一 外 天 (2 DPW ey=F(), (10) 


其 中 P(z) 一 一 | ,Ko 护 F(0)2y 为 已 知 函 数 . 
线性 积分 方程 和 线 代数 方程 组 之 间 有 密切 的 联系 ， 后 者 的 一 
些 结果 可 移植 到 线性 积分 方程 中 来 (如 以 后 要 讲 的 Fredholm 样 
一 定理 ). 有 时 将 积分 方程 近似 地 离散 化 为 线性 代数 方程 组 并 由 线 
性 代数 中 的 结果 可 猜测 出 积分 方程 相应 的 结果 (当然 另 须 严格 的 
论证 )， 例 如 设 下 (zx; 引 在 区 域 0 委 * 委 1 0<&y 志 1 连续 ,p(x), 了 (x) 
在 区 间 0<<1 连续 .把 F-1I 方 各 
v0 —2| Kz, pay= 02) (1.11) 


近似 离散 为 
"(这 A 


划一 了 


?0 (Gr 0) 
分 别 为 Rx1, sxn,nxl 的 矩 降 , 则 (1. 12) 可 号 为 
(IT—AL)D=F. (1. 12)" 
当 4 不 为 (1. 12) 的 特征 值 时 , 它 有 了 唯一 解 g = (7 一 人) -: 玉 ， 当 丰 
为 特征 值 时 , (1. 12》 有 无 穷 个 解 或 无 解 . 又 如 将 V-II 方程 


go) 一 外 Kx, p(y) ay= Faz) (1. 13) 


令 


近似 离散 为 


中 这 一 记号 可 简化 表达 式 ,在 第 三 章 中 经 常 要 用 ， 
* 学 


:的 - 澡 < 人 人间 r 计 全 天 rr 
(1. 14) 
注意 (1.13) 是 (1. 11) 中 当 yz 时 K(x, 四) 二 0 的 特 款 , 或 即 


(1.14) 是 (1. 12) 中 当 i>j 时 (过 计 )=0 的 情形 , 于 是 (1. 12) 


中 的 了 可 与 成人， 相应 的 工 为 下 三 角 和 矩阵 


i=1 
0 1 
六 一 区 
六 0 


:归纳 地 可 证 , 这 时 工 为 % 阶 宪 零 和 矩 阵 , 即 到 一 0， 从 而 
I=T"=1 hr= A+tAL+ + A !). 
页 对 任何 4,7 一 4 工 、 均 有 雍和 矩阵 存在 , 即 对 任何 4，(. 1 和 有 有 唯一 
解 史 = (7 十 4 十 … 二 加 -47P-1)F， 
由 以 上 讨论 , 我 们 可 以 猜测 ,FE- 开 方程 一 般 不 是 对 任何 的 4 有 
唯一 解 , 而 相应 的 V- 也 方程 对 任何 4 都 有 叭 一 解 ， 以 后 我 们 将 看 
.到 , 这 些 猜 测 是 正确 的 ， 


$2 Banach 不 动 反 原理 及 其 应 用 
2.1 F-II 方程 解 的 存在 唯一 性 
在 本 节 中 我 们 设 玖 为 Hilbert 空间 , 7 了 为 及 过 的 算 子 ,对 十 
任意 的 六， 户 E 互 ,如果 


上 六 一 Tf, lalf,— fzl， 0RG<1, 
其 中 上 为 一 常数 , 玉 也 ,了 无关 ， 则 称 守 为 五 上 的 压缩 算 子 必 . 如 


中 对 于 任何 度 莉 空 间 也 可 引进 压 统 算 子 ， 


然 压 缩 算 子 为 连续 算 子 ， 
如 为 线性 算 子 , 则 多 为 压缩 算 子 等 价 于 12 一 1 
定理 2.1 车 全 为 了 上 的 压缩 算 子 ， 则 算 子 方程 Tf=f 在 玉 
内 有 有 唯一 解 . 
证 任 选 foEH, 作 蕉 代 序列 
fnti= Tf, n=0, 1, 
显然 
Pf — fo = {7f,— Tf al ff 
of fa fl. 
当 # 汪 fw 轩 ， 


1f,.— fol < Ef, —f,-,l ls [fm — fm = Bf fl 


Sf hol Sef 3 


=7alf:~fol>0, mi moo， 


出 五 室 间 的 完备 性 知 , 存在 唯 -的 fEH， 使 得 17。 一 月 -0 这 时 上 
就 是 方程 的 解 ,因为 由 工 的 连续 性 知 ， 
f= limfne = limTf, = 了 (lim 加) 一 = 下 


现 证 方程 只 有 唯一 解 . 若 ?2f= 声 79 一 9, 则 
上 7 一 ?28 下 一 中 入 cf 了 一 9 
或 
(1 一 xc)jf 一 9j<0 
故 了 =9. 证 毕 . 
对 于 本 定理 有 如 下 玫 点 说 明 ; 
注 1 由 唯一 性 知 , 解 与 fo 的 选 联 无关， 


a 可 a 


注 2 了 =lim 和 态 . 这 是 因为 flim f=limTf1 二 … 
=limT"f. 


注 3 本 定理 不 仅 断 言 了 解 的 存在 及 唯一 性 ， 而 且 指 出 用 舟 
次 禹 还 法 求解 的 途 私 - 
注 4 若 人 TT 是 Banach 空间 的 压缩 算 子 ， 本 定理 仍然 成 立 , 证 
明 完全 一 桩 、 此 时 的 结论 称 为 Banach 不 动 点 原理 - 
”定理 2.2 方程 p 一 /Kp=f, 其 中 fS 有 7, 玉 是 及 > 且 的 算 T 
(线性 或 非 线 性 ), 若 算 子玉 满足 Lipschitz 条 件 : 
lkgp; —Kp|<MIp,— wl (好 为 常数 )， (2. 1) 
则 当 |4| 过 1/ M4 时 ,方程 在 耳 内 有 唯一 解 . 
证 令 Tq9=f 了 +4Kgp, 则 原 方 程 为 9 = 二 Tp， | 
pp: 一 人 pa =1AK9. —AK 9 lA MI — wal. 
当 !4| 过 11M 时 , T 为 压缩 算 子 ， 由 上 一 定理 知 方程 存在 唯一 解 . 
证 毕 ， 
定理 %3 线性 F-II 方 程 
p(z) 一 让 KC, pC) dy f(s), (2.2) 
其 中 45 有 限 或 尤 限 ， f(x)ETala, 6b1, Kz, ee DT: 
| Po 


当 141 一 1 天 里, 有 唯一 解 
p=f+iKf et REte (2. 3) 
它 在 平均 收 敏 意义 下 , 即 在 La,5] 空 间 藻 数 意义 下 收 做 ， 
证 令 下 yp 一 f 下 (z, 打 ptgdz， 则 向 分 算 子 丘 为 二 上 的 线 
全 确切 地 入 应 写 K(x, ELi[aq, 5;a, 581， 注册 化 记号 传 写 为 Lafa 8 和 在 不 会 混 


湛 时 共 宇 号 为 尺 (zy 扩 )ELz. 当天 (xz, 办 连续 时 ,类 似 地 写成 (zy) OT 61 或 E(x, y) 
E0, 在 容易 混 清 时 ,还 得 详细 写 出 来 ， 


7 a 


性 有 界 算 子 , 线性 显然 、 设 pEFa, 由 Schwarz 不 等 式 ， 
KEg|?<| ike, Hay. pl:. 
从 而 
lxoj<(| |. | 五 (2 的 ] dx 0 Jo1= Mo 一 十 so， 
于 是 是 Lr 上 的 线性 有 界 算 子 .而 且 附带 地 得 出 
igi<(P Pig, Dharay) =. Ca. 


这 时 ,对 任意 的 pl pasEzs 有 
Ko.—Kyd=|K(9. — plKilp — p< Mg: — wl. 
由 定理 2.2， 当 | 二 1/ 时 方程 (2.2) 有 唯一 解 . 又 由 定理 2.1 
注 2 知 解 为 (在 平均 收敛 意义 下 ) 
P=limT"f. 


因为 
Tfu=f 4Kfo, 
Tfo= PTH) = TF HARf) = TAR(F HARID) 
=f + AKf + PK?fo, 
Tfos= f+AKf t+ A Kf Rfo. 
故 


p= 了 十 4Kf 十 … 十 4K"f 十 …。 证 毕 . 
推论 当 f(z)ELs[a,5]，K(z, 引 ) 在 9 所 XY， 全 8 连续 (或 者 
天 (2 幼 在 [o, Bj 有 界 可 测 ), 4, 五 为 有 限 数 ， 则 方程 (2. 2) 当 |4 充 
分 小 时 在 LsLa,b] 内 有 唯一 和 解 . 车 jz) ,五 (2 幼 皆 连续 时 ，(2.、 2) 
当 14| 充 分 小 时 在 CLa, 丰 内 有 了 唯一 解 . 
注 1 由 证 明 过 程 中 看 到 
IK9p,—Kg9l< IKIig, —9f. 


因此 可 以 更 确 团 地 说 是 | 村 过 1/1K1 时 方程 有 唯一 解 . 
注 2 当 ]41<<111KI 时 算 子 4K 是 压缩 算 子 , 因为 
[AK®—AKpsl< 14 生 至 下 :一 2z| ， 
而 14K1==141 有 KE<1, 这 就 是 说 4K 为 压缩 算 子 ， 故 算 子 了 一 4K 
存在 着 逆 算 子 . 原 方程 及 解 可 分 别 简 写成 
I—AK)Pp=f 及 p=(I—-AK)'f, 
而 这 时 的 解 (2. 3) 可 以 理解 为 11(1 一 4K) 形 式 地 按 几 何 级 数 展开 . 
注 3 定理 断言 14| 充 分 小 时 有 了 唯一 解 . 至 于 14 让 >17 开 时 如 
何 , 定理 没有 给 出 任何 结论 . 当然 它 仍 可 能 有 解 . 试看 下 例 . 
例 求解 


pz) 一 让 zyp (dy=1. 


令 KkK(z,)=0y, m=| | ECs, Hazdy—1/9. 
当 141<17/ 妈 =3 寺 ,方程 有 唯一 解 ， 因 f 二 1， 


国 1 
Kf- 了 本 TT 
p(s)=1+ 余 全 


141<3 级 数 收敛 与 14| <3 方程 有 唯一 和 解 相 一 致 ， 县 可 写成 


342 
2(3 一 4 


但 容易 直接 验证 ,只 要 1 尖 3, 它 确实 仍 为 原 方程 的 解 ， 


人 3) 一 工 十 


注 4 定理 断言 |4| 充 分 小 时 在 婧 [wm 6] 类 中 有 唯一 解 ， 而 在 


别 的 类 中 也 还 可 能 有 解 .。( 见 本 章 习 题 中 的 第 4 题 ). 
定理 2.4 非 线 性 F-Ii 方 程 


g(z) —A| Kz, 9, PN)) dy=f (2). 
这 里 f(z)ELsia, 5b]J,a,b 有 限 或 无 限 ， 
fg,y, v9))ay| <MIg, 


且 对 任意 的 zy z2， 
[天 (zy 2jy 2) —K(r, Y, 2 NIz 切 ) | z; 一 2zj， 
其 中 


| | WN (2, Drdy =N<+o0, 


则 当 141<17N 时 ,方程 (2. 5) 在 Lg,5] 内 存在 唯一 解 . 


证 令  ， 
Ko=| K(x,9,9(9))dy. 


(2. 5) 


(2. 6) 


(2. 7) 


外 (2, 6) 知 下 是 Loa—> Ls 的 算 子 . 3 (2. 7) 对 任意 的 91， ozEZzLoy 


5j, 有 


[Kp Kopsl <)| [KC gp(0)) —K(z, 9, pa(y)) ey 


< 人 Nn lp:() ~—ps (ldy 
<(| N'(z,9) dy ) 1 2: 一 03 


因而 
i lp — Kgl<Ne—opl,. 


由 定理 2. 2, 当 ]4|<17Y 时 ,方程 (2.5) 存 在 唯一 解 . 证 音 . 


定理 2. 3 实际 上 是 定理 2. 4 的 特例 , 因 前 者 满足 后 者 的 假设 条 


件 ,但 定理 2. 3 中 给 出 了 解 的 具体 表达 式 . - 


‘. TD * 


2.2 ”类 核 和 预 解 核 

线性 F-II 方 稳 (2. 2 是 一 类 较为 常见 的 方 各 在 定理 2. 3 所 
设 条 件 下 ,我 们 得 出 : 当 14| 充 分 小 时 , 它 在 Ls5a,5] 内 存在 唯一 解 ， 
并 用 算 子 形式 写 出 了 解 的 表达 式 , 其 中 K* 也 是 线性 有 界 算 子 .为 
了 进一步 在 理论 上 进行 探讨 , 需要 将 解 的 表达 式 具体 化 , 例如 有 希望 
得 出 Kf 的 积分 表达 式 , 这 可 逐次 进行 如 下 .由 f(x) ELsCa, 5]， 


Kf=| 天 (zy fay, 
Firc,n easey=M:<+o. (2.8) 
圾 
Kf=) KC, 2) (Kf) (2)dz 


|. ES 2)([ Kl(z,y) fdy )az 


=| (| Kz, 2)K(z,Y) dg Nay, 


其 中 积分 次 序 交换 利用 了 Fubini 定理 .事实 上 ， 由 Schwarz 不 
等 式 
Etxz, D1(). [ko fC ley) 


< 六 es ai 人 es Da Mla 
SWI Ik, oa) (PD ik, 9 ldyez)” 
<<1 月 ai(| IK(zx, 2) jaz) < 十 oo 《ae.@x) 、 


由 于 (2.8), 和 下 (zz)1*dz 几乎 处 处 对 “有限 ， 从 而 积分 次 序 的 


全 ”3a.c. 表 元 几乎 处 处 ,下 同 。 
* 1" 


交换 对 z 儿 乎 处 处 可 以 进行 ， 令 
Kals, DD=| KCs,2) KC) dz, 


则 
K:f= | Ks(x, 8) fC) dy. 


称 玉 :(*,Y) 为 原 积分 核 的 二 次 重 核 .类 似 地 ， 用 归纳 的 方法 可 定 - 
义 n 次 到 核 。 令 
Kl, y) =K(¢, y) 


Koz, 9) = Kuz 2) Ka- 9) hz, n=—2, 3,.", (2.9) 


不 难 证 明 
Kain(ss) = Kals, 了 天 no(z 的 dx. 


这 样 次 毒 核 还 可 写 为 
Kz, 切 一 | Ka (7, 2) Ki(z, Pz, 


于 是 
K"f=[ Ks, fy) ey. 
同时 我 们 有 如 下 估计 式 
Kees DI (P12 ras) (Ke la)", 
(2. 10 
(Pix a) <(P lke a) 
(Ph le lari) (2.1D 
(|. |[K, (x¢, ¥) par) <([ |. |K,-, (x, 2) bdzdz) 
(EC lia), I (2. 12) 


» 2 


(Ph lr, a2) 


<(P fix,s) ade) (fl rasdy) . 
《2. 13) 
对 十 全 核 的 估计 , 我 们 有 如 下 定理 
引 理 2.1 设 K(z, 四 使 (2.8) 成 立 ， 不论 a，5 有 限 或 无 限 ， 
其 有 
(1) Kl(z, ¥)EL2, HH 


‘bib 172 
(| | Kalz, 9) ldrdy) <M", (2. 14) 
《2) 和 如果 
b “1/2 
(| Kr, Wdy) < co (2. 15) 
出 
a ~、172 
(RoW hay) SM Ms (2. 16) 
《3) 如 果 
"3 \ U2 | 
(Ke Plds) < Mt, cr 
出 
和 NI172 
(j [KE,(2, ldz) MM" Ms; (2. 18) 
(4) 如 果 (2.15), (2. 17) 同 时 成 立 , 则 
K(x, 的 | SN) NM (2, 19) 


证 结论 (1) 可 从 (2. 13) 归 纳 地 得 出 ; 结论 (2》 由 (2.11) 及 
{2.14) 得 出 ; 结论 (3) 由 (2.12) 及 (2.14) 得 出 ; 结论 (4) 是 从 结论 
(3) 得 到 


-5 | 1 /3 和 
(| [总 wh) < n=2,3,.-. 


® 了 了 = 


后 再 由 (2.10) 得 出 .证 毕 ， 
利用 双核 , 解 (2. 3) 可 写成 


ge) =f(0) + p23 | "Ge, fy, 
其 中 |4|<1/2. 在 K(x, 办 的 一 定 假设 下 卉 想 能 逐 项 积分 , 则 
pF) 4a) TAK fy. 0.90) 
Rs, 1 = DK), <UM, 0.21) 


则 BB(z,g;4) 称 为 原 积 分 方程 的 预 解 核 . 
关 王 逐 项 积分 ， 有 如 下 定理 


引 理 2.2 车 级 数 Zuv(z) =u(z) 在 区 间 [a, 厅 平 均 收 全 


《Cg,B 有 限 或 无 限 ), 其 中 ww(2)ELz, 又 f(z)EL,， 项 下 而 鹏 项 积分 
公式 成 立 : 


Ew) = us)f a. 


(00)as— Dw (0) fa 


中 -人 -全 中 


< | ‘1f1l->0, moo， 证 毕 、 


(uw, 7)— Su, 六 一 
=1 


Y k=1 


“~ FF = 


对 于 解 及 预 解 核 的 收 丝 性 我 们 有 : 
定理 2, 5 〈 解 级 数 及 预 解 孩 级 数 收敛 性 ) 
(1) 设 (2.8) 成 立 ,a, 5 有限 或 无 限 , 则 当 |4| 过 1/ MYM 时 ， 解 与 
预 解 核 级 数 平 均 收 伍 , 且 解 可 用 项 解 核 表 示 : 
ga) = J (a) ta) Rg; A FI UY; (ace.z) (2 22) 


(2) 设 《2. 15) 成 立 ，4， 了 有限 (此 时 (2.8) 必 成 立 )， 则 当 
14 | 之 1 :证 解 级 数 绝对 一 致 收 纹 ， 预 解 核 级 数 对 一 教 地 关 寸 
zy 按 Ji 入江 数 收 然 ， 且 对 一 切 的 zxELe 站 有 (2. 22); 

《3) 设 (2.17) 成 立 ，4a，5 有限 (此 轩 (2. 8) 必 成 立 )， 妆 
14| 过 1/ 时, 预 解 核 级 数 对 3 一 致 地 关于 之 按 Zs 学 数 平均 收敛 ; 

《4) 如 果 (2. 15), (2. 17) 同 时 成 立 且 a,8 有 限 , 预 解 核 级 数 当 
14] <17 弄 时 , 对 变量 ss 所 8 绝对 一 致 收敛 . 

证 (1) 解 级 数 平均 收敛 在 定理 2. 3 中 已 看 出 直接 证 明 也 
委 容 易 ;: 因 [1 型 <L 从 而 


[E24 a LH 0 re， 


又 由 引 理 2. 1 的 结论 (1) 及 范 数 三 角 不 等 式 


抢 十 朋 
bt K(x, 9) 


= 


L2la,b, usb) 


为 十 轨 也 
D 


< a (hls, wD Pasay)” 


稚 十 了 +P 
EDNAL TM = MDI CA NM) 0, wr->00, 
站 三 物 


s I5 « 


pp 


DIRK,(r, 9)=R(z,Y; MEL. 


级 数 是 按 窜 间 Ls[a, 6; 4, 要 的 范 数 意义 收 线 ， 
为 证 明 (2. 22)， 以 下 皆 设 121< 有, 玫 4 为 国定 值 。 又 令 


Sm(T, 2) = DA Rs, YELs, {2. 23} 
a 
则 在 LzLa,5; cb 的 范 数 意 义 下 有 
.i,m Sn zr, ;4) =R(2,Y; 4). (2. 24) 
uf et 


以 上 用 记号 11 m2 以 别 十 点 太极 限 lim， 即 
| | [Sn tz, ¥; A) — RC, y; A) lrdrdy—>0, m->00, (2.25) 


仿 Qn(z, 9 2) 一 Sn(Y, 1 一 ROY, 9Y; 4)， 如 果 让 7# 国 定 对 #8 取 . 
Lofa, 的 范 数 记 为 Im(z, ;4)1( 有 反之 3 固定 对 z% 取 上 的 范 记 
为 i@n0 好 4 根据 Fubini 定理 


lee oowon= 人 (io Daz) 
ez Dll (2. 26) 
其 中 已 令 gn 办 二 Qn(z, iT， 由 (2.25)，(2. 26) 两 式 看 出 
gn(X; 人 ) 关 于 按 Ls 的 范 数 平均 收敛 于 堆 ， 因 此 必 存 在 子 序列 
gm 让) 关于 几乎 处 处 的 收效 十 零 ， 即 
lim Qn, (x, "3 1) |s=0 《〈a.e.y)， 
亦 刚 
了 mo (2, 8; A)= R(X, y; 4) (a. 8, yw) 。 {2. 27> 


OD Lim 是 limit in the mean 的 编写 , 意 则 平均 收 和 化。 
» jo 。 


上 式 应 这 样 理解 : 1 是 固定 值 ,对 几乎 处 处 的 x, 关于 9y 而 言 按 己 的 
范 数 收敛 ， 于 是 由 (2. 3) 
p() 一 Fo 十 Li So， yDfCD Uy .im 表示 对 x 平 
均 收敛 ) 


=f(2)+ Alim| Sa(z,y; DFG) dy (对 a.e.z; 此 时 的 Sn 


已 是 So(z 0 4 的 一 
子 列 ， 不 失 一 般 性 仍 
证 为 Snlx,y¥; 4)) 


=f(z) 寺 Alim| Sam,(z, 乡 力 f(y) 民 (5m 是 为 利用 (2.27) 
取 的 了 列 ) 
二 fo) 十 让 msSov(zy 弛 为 f( 拉 2 (由 引 理 2.2; 极 
限 按 (2. 27) 理 解 ) 
f+ Reg; Dg) day. (2.27)) 
这 就 得 到 (2. 22). 
G | 2 Ko pI aPKC ray) 
志 [41"HfIMM"!。 (3| 理 2.1 结论 (2)) 


歼 解 级 数 关 -1* zx 绝对 一 -至 收 线 .又 


dB |] R+p 2 172 
( 下 zy) 


穆 十 卫 


| 5 172 
< 二 全 (| Ks, y) lay) 


及 地 六 


EMS NAN I Mil->0, n>00. 
二 总 


ss JI7 于 


右 端 级 数 与 无 关 ， 根据 引 理 2.2, (2.20) 对 8 可 逐 项 积分 ， 故 得 
(2. 22). 
(3) 证 明 与 (2) 的 后 半 部 类 似 , 并 用 引 理 2.1 的 结论 (3) . 
(4) 由 31l 理 2.1 结论 (4)， 因 一 般 项 
[A471 EK, (2, 9) | STA" MM MM = MM A (TAI MM)", 
故 (2. 21) 对 4 志 %,y 守 5 一 致 收 就 ,证 毕 . 
推论 设 下 (x, 妇 在 La, 相连 续 ( 或 下 (2,y) 有 界 可 测 ),9,5 有 
限 , 县 
|E (x,9) 1, 
财 当 141<17ECG 一 的 ] 时 预 解 核 级 数 与 解 级 数 皆 一致 收 敏 , 又 设 
f(z)EDasa，5， 则 (1.2) 的 解 在 141 <1/[ M(B—a)] 时 可 和 写 汶 
(2. 22). 
定理 2.6 假设 K(z,y) 满 足 (2.8), 期 当 14| 过 1/ WM 时 ， 预 解 
核 (2. 21) 对 几乎 处 处 的 x,y 满足 以 下 两 个 积分 方程 
Rlzy; N=K(z9) +A| Kr,z) Rls y; Ndz, 
(2. 28》 
R(z,y; 1)=K(r,Y) +4| R(x, zs NK Cz,y) ds, 
其 中 a,b 有 限 或 无 限 . 
证 因 下 (x,9)ELs, 从 而 对 几乎 处 姓 的 zz 


[iG ay<+o0. 
另外 按照 定理 2.5 证 明 结 论 (1) 之 人 2. 22) 的 方法 ,我 们 总 可 选取 这 
样 的 子 序 列 x,, 使 
LimB A Ks) =R( yD) (a.6.y) 
i 


上 式 是 对 固定 的 4, 对 几乎 处 处 的 y, 关 十 2 按 Ls 的 范 数 收 僵 ， 于 
是 由 引 理 2.2 可 逐 项 积分 
a 18 ， 


2 开 (z,z)R(2 ys da 


= 让 K (a,2) SariK, (2,Y) dg 


她 二 1 


=A| KC)l i m SIA"-!K, (2,9) dz 
a b 
= 六 和 | KG, a) Ks, Dd 


= DAKst (2%, y) 


短工 
=R{(7,y; 4) 一 下 (zy zy)。 a. €. +,Y. 


叱 即 (2. 28) 中 的 第 一 式 ,第 : 式 可 类 似 证 明 , 证 毕 ， 
注 当 a,8 有限, 且 (x,3) 满 足 (2.15), (2, 17) 时 ， 对 一 切 
的 7,9, (Ca<z ys 和 办 预 解 核 满足 (2. 28). 


以 上 我 们 讨论 了 五 (z, 妇 满足 (2. 8)， ee 


解 核 (2. 2 了 ). 在 下 一 童 将 证 明 在 复数 4 的 全 平面 内 ; 除 菜 些 弧 立 点 
外 方程 (2. 2) 的 预 解 核 也 是 存在 的 .这 里 ,我 们 这 样 来 一 般 地 定义 
预 解 核 . 

定义 ” 若 对 一 个 值 2 和 任意 日 由 项 jzJEFa[ay 6 (下 同 ), 方 
程 Q2. 2)? 右 唯一 解 , 且 解 可 用 (2.22) 去 示 ， 则 我 们 说 对 于 这 已 知 值 
刀 方 称 (2. 2) 有 预 解 枝 R(z, 0 2). 

在 这 个 定义 下 , 我 们 有 预 解 核 的 瞧 一 性 定理 

定理 2.7 对 于 已 知 4 值 ,方程 (2. 2) 的 预 解 核 是 唯一 的 . 

证 设 4= 加 对 应 预 解 核 RiCzY，J; 40) 和 Re(zx，Y;) 40)， 又 设 
fkz) 为 任意 元 Le, 5 内 的 函数 ,由 定义 有 


和 ¥9 *; 


f(z) + 4] Bil,y3 A)f (9) ey 


=f(2) + h| Riz,g; A) f(y) dy, 
即 
(CR:C,5 40)— Bis, 9; ha)1f(9) y=0. 
由 了 的 任意 性 即 得 
Rx, 多 40) = Rx, Yh) (a. .2,9) 

下 面 给 出 定理 2.6 在 一 定 意义 下 的 逆 命 题 ， 据 此 我 们 得 到 方 
程 (2. 2) 解 的 存在 及 唯一 性 定理 

定理 2.8 车 对 某 个 4 值 , 函数 ER(z,#; 4)EL, 且 满足 积分 方 


程 (2. 28), 则 对 这 个 4 方程 (23. 2) 有 了 唯一 解 , 且 这 个 解 可 用 预 解 核 
表示 成 (2. 22)， 


证 首先 证 明 若 方程 (2 2) 有 解 , 在 定理 的 假设 下 可 证 明 解 必 
可 写成 (2. 22), 央 而 是 唯 -的 ， 上 事实 上 , 设 p(x) 是 (2.2) 的 解 : 


9 (5 一 Fo 二 让 Kz, p(y) dy 
将 上 式 两 端 乘 以 2R(z, 2; 力 ,对 2 积分 ,化 简 得 
0=4| ROz,s DF)dsmA| Ks,W p(y)ay 
=4| Re a3 DF(2) dz Tp) f(z)], 
即 
9(z)=f(z) 二 和 RC, 2 A F(z) dz 


然后 再 证 明 (2. 22) 确 是 方程 (2. 2) 的 解 ,将 (2. 22) 代 入 (2. 2)， 
且 将 一 切 项 移 至 左 端 得 


f(z) +2| R(x, 9; A)F (9) dy —f Cz) 
» 28 。 


me FV Et 1 


-af EC, 0 fC) +2af Rs, y; Df (dy |a 
=2| Rlz, ys DF (dy -a] Klz,%)f (2) da 


一 对 (af KC, dR(2, yy Ds)f Cy) dy, 


注意 到 (2. 28) 式 ， 代 入 上 式 有 边 第 三 项 ， 展 开 后 与 前 两 项 相 消 为 
零 . 定理 得 证 . 
2.3 VY-11 方 程 解 的 存在 唯一 性 
首先 将 压缩 映 象 原理 推广 到 TZ" 为 压缩 算 子 的 情 形 以 鲁 应 用 
于 V-L 方 程 ， 
定理 2.9 若 2" 为 太空 间 的 压缩 算 子 (n 为 某 固 定 正 整数 )， 
则 7 了 一 了 在 豆 内 存在 唯一 解 ， 
证 由 定理 2,1,7"f=f 有 解 f, 我 们 让 明 ff 也 是 Tf=f 的 解 
(那么 存在 性 得 证 )， 现 取 fo 一 Tf, 根据 定理 2. 1 末 的 注 1,2 知 ， 
f=lim(7")*o = lim(T") "Tf 
=limT(T")*f = limTf =7f. 


现 证 骨 解 是 唯一 的 . 车 万 9 禹 为 解 , 由 了 f 二 =f 两边 连续 作用 
Ba 一 工 次 则 有 了 7 一 亡 同 理 7"9 二 g.。 根据 定理 2.1 淮 一 性 的 断言 ， 
因 7" 为 压缩 算 子 ,所 以 了 一 引证 毕 . 

出 这 个 定理 的 证 明 中 可 看 出 : 了 f = 了 的 解 必 为 2 一 了 的 解 ; 
反之 , 若 2 为 压 纳 算 子 , 后 者 亦 为 前 者 的 解 . 这 就 是 说 ， 下 为 庄 
缩 算 子 时 方 框 Tf 一 了 与 7 一 f 同 解 . 

注 若 7T" 为 Banach 空间 的 压缩 算 子 , 则 本 定理 也 成 立 . 

定理 2. 10 线性 V-1 方 程 


pz) 一 外 EC, p(n) dy = fs), (2. 29) 
其 中 f(x) SLLa, 2] (a,b 有 限 或 无 限 )， 且 


* 了 了 


| [K(x,9) [2drdy = Mi<+ 0, 


则 对 任意 的 4, 方 程 在 Zo[a, 56] 内 有 唯一 解 ,其 解 为 
p= I—AK) f=f+AERft + KR" f+ 

右 问 级 数 在 平均 意义 下 收敛 . 

证 首先 找 出 (2.29) 的 同 解 方程 , 令 Tp 一 f+4&g 则 (2. 29) 
有 即 p 二 Tg, 对 充分 大 的 n, 若 7” 为 压缩 算 子 则 同 解 方程 为 

p=T"yg. (2. 30) 

壤 (2. 30) 对 任何 4 有 唯一 解 ， 则 (2. 29) 亦 然 、 故 只 须 证 对 充分 大 
的 na 7" 为 压缩 算 子 (对 任 塌 力 即 可 . (2. 30) 可 详细 写 为 


p=f+AKfTtA 1 下 ?了 十 如 区 ro。 (2.31) 
因此 ， 对 和 任何 Pi, PiELoL a, 8], 
(Tg — Tp {=|4)"| Kp ~ Kp,|, (2. 32) 


我 们 来 写 出 K"p 的 积分 表示 ， 因 Kp 一 | K(x,y)p(y)ay, 于 是 


三 


一 | K(z, 2)(K9) (2)dz 
=| (z, (| & (z,9)9 (Way jaz 
=[ ([ gs, 2) RC, Wdz )p Day. 
这 里 积分 次 岸 交 换 仍 然 利 用 了 Fubini 定理 令 
K2(r, g) =| Kz, 2) K(z,y) dz, 


称 为 二 次 双核 ， 显 然 之 xz 时 天 ,(z,y) 一 0， 因为 此 时 , 当 z<<z<<y 
时 有 天 (zz 一 0 之 故 . 于 是 


K:f=| Ka(z， #9 (gdy. 


归纳 地 可 定义 1 次 声 核 


® 2I2 5 


Klas 办 一 | Kl, Ks (2, 8) ds ee 
闻 样 , 当 ys 时 ,ks(z, 妨 一 0, 于 是 
rp 一 | KZ) yy. 
此 时 由 (2.32) 
ETA ECAC A 
| (2. 33) 
为 估计 (2.33) 右 端 , 先 来 信 计 Ka(z, 引 ， 为 此 令 
4) = KG) lay, BY)=| EC, ld, 
显然 
[War (BDdys Me. 
当 jz 时 (em 
(Kae DS IE C2) dar) HK (2, 0) ds 
< KC, 0) ld. | IE (2,8) lde 


— A(x) .BCy); 
于 > 时 ,二 攻 (2 护 寺 0， 不 而 售 计 当然 正确 (下 面 归纳 时 纪 如 
此 埋 解 ). 


Ka :| LK Cz, s) lds( [Eales g) lds 


SMD BN) 4 (oda, 


pbs) = | 4(z)dz， 


网 
* 了 3 


[Ks DSA(2) BN) | dpls) 
= A (+) BLP() 一 DO 区 了 


一 般 地 , 如果 
JK, WPA EN LSTA ne2), (2 34) 
划 
n-2 1 
Raa) K(x, olds A(2) Br(y) LSB de 
= Cp ~ pT A p(s) — pW)] 
一 全 (有 (DEC 二 99 本 
这 表明 (2. 3 人 ) 对 任何 4 滨 2 成 立 ,将 (2. 3 和) 代 回 (2 33) 得 
Trp Tp 


<lal"ie.— ph rar ray) 4 (P(Ep(e) — p(y) J ?dy 


| 


< [al "lop,— pal A (7) OZ NM? 


1 
(n—2)! 


<ladme,—9a 


51* 42(z) p"-2(5) M? 


< Alp pd ai (s) MH" HM, 
从 而 
2n 
[Tp Tp < am pp. 
因 
人 7242 (n—2)! ji [2 M0 
A aI AT™Mn i nl 


*»* 24 :+ 


(对 任意 4)， 改 豚 数 al 本 二 551 收敛 ， 其 通 项 必 趋 于 零 .这 


就 是 说 ,x 充分 大 时 7?* 为 压缩 算 子 . 
根 湾 定理 2. 工 末 的 往 1.2， 取 万 三 了 7 二 0, 1， 一 1， 则 
(2. 29) 的 解 为 l 
p=lim(7") "f= lm 7 了 一 lim7” 轧 4 一 0,1……, 开 一 1。 


故 
VB 二 1im7y 一 十 4 下 了 十 十 各 下 "了 十 ……， (2. 35) 
pW 


证 兴 . 
对 于 方程 (2. 29) 我 们 对 任意 的 4 形式 地 定义 预 解 核 为 


mm 


R(x, FN)= D4" KT, Y). (2. 36) 


解 及 预 解 核 的 收敛 性 讨论 可 仿照 82 第 2.23 段 那样 进行 , 并 
得 到 与 定理 2.5 相 平 行 的 结果 ; 
(1) 设 (2.8) 成 立 ,a,5 有 限 或 无 限 ， 则 ， 


| lr lardy< (2. 37) 


(nC— or 
其 解 及 预 解 核 级 数 对 任何 2) 按 工 的 范 数 收 黎 ， 且 方程 (2.29) 的 
解 为 


p(x) =f(2)+4| RG,y: Df) oy (a. €, 2). (2. 38) 


(2) 设 (2. ee 为 有 限 ( 这 时 (2. 8) 必 成 立 )， 则 


M3 NM?"-? 
(2 一 2)1” 


且 对 任何 4, 解 级 束 绝 对 一 致 收 化 ， 巴 解 核 级 数 对 4 一 致 地 关于 
按 La 的 范 数 收敛 ， 县 对 一 急 的 ZE[ay 2]， 《2， 38) 成 立 . 


| “|Kalz, y) ay (2. 39) 


* 25 +» 


《3) 设 (2.17) 成 立 ,a;8 为 有 有限 ( 这 时 (3.8) 必 成 立 ), 出 


. ;MIM 
-A 人 2 4 
| KG, Wh re GD 


且 对 作 何 4 顶 解 核 级 数 对 y 一 致 地 关于 2 按 工 的 范 数 收敛 . 
《4) 设 (2.15), (2.17) 启 时 成 立 , a,5 为 有 限 , 则 
MIM2 MS 
(n—2)!1 ” 
且 对 任何 4 预 解 核 级 数 对 ea 和 zs 绝对 一 致 收敛 . 
证 明 的 关键 是 从 不 等 式 (2. 34) 出 发 ， 在 (1) 一 (4) 的 不 同 息 设 
下 分 着 得 出 以 上 一些 估计 式 ,然后 仿照 定理 2.5 那样 证 明 . 
推论 如 f(z)EZLsLa,51, KK(z, 的 在 a<z，y<8 连续 (或 
KK(z,9) 在 a 志 z,y 志 5 有 界 可 测 )a,5 为 有 限 数 ， 则 对 任何 4， 方程 
(2. 29) 在 Za[a, 的 内 有 惟一 解 , 旦 解 可 表示 为 (2. 38), 解 级 数 及 孔 
解 核 级 数 都 在 相应 变数 的 变 域内 绝对 一 致 收敛 . 
”容易 看 出 ，K(z, 胃 在 a<xz，y 世 5 中 连续 ,f(z) 在 ao 去 r<6 
连续 时 , 对 任何 4, (2. 24) 在 C[a, 轨 内 有 了 瞧 一 解 . - 
例 设 f(z)ELs[0,1], 解 方程 


(2 —A| er pl) dy=f(2), 


并 写 山 其 胎 核 和 玩 解 核 ， 
当 yx 时 显然 K(x， 7) =—0, 当 YE 时 ， 
Ki(r,Y) =e” VY, 


(2. 40) 


[K(x, y) 1 (2. 41) 


Els, = | eer Ws (eH)er™s, 
~ 网 


Kalz, =| EC “(2%—--Yy)e”? ze 


2 Lj 
般 ， 
SS (x y)™ : T= 
KK, ry 
Ka(x, 9) i 


» 26* 


故 预 解 较为 


0， y<7, 

RZ; N= spd! (ry) "1 3 
er te yr 
和 (2 一 1)1 


p= +A eden yay 


对 于 非 线 性 V-II 方程 可 得 到 与 定理 2. 4 相 平 行 的 定理 : 
定理 2,11 非 线性 V-U 方 称 


pe) a Kr, mdf), orb, (2.42) 
二， 过 fx)EL:[a, $1, asn 为 有 限 或 无 限 ， 


WA SR (92. 4%) 


且 导 全 意 的 z1, 34 
| 天 zt) 一 天 (zy Y,22) EN, Y) |21— 22|, (2.44) 
六 
[ {N(x,9) dzrdy =N?<+ 00, (2. 45) 
则 对 任何 2 方程 (2. 36) 在 Za[o 56] 内 存在 唯一 解 . 

证 令 Ke 一 | 天 (zjo9(G))dg, 由 (2. 43) 知 天 是 Za[ay8]-> 
ala 四 的 算 子 ， 与 上 定理 相仿 , 令 Tg 二 了 +4Kp， 只 要 证 对 充分 
大 的 证 2 是 压缩 算 子 即 可 ， 由 (2.44) 

To Zo lea NC, De 一 ol 
委 几 |.42(2) op 一 Pa 


共 中 已 令 


自 加 7 人 


AD =| Nr, Way. (2. 46) 


又 令 
p(s) =| Mt) ey, 
则 
让 2 
ep Tips < (NG, 1) Ire, —T9slay ) 
14 | Tp Tpeldy 
< wp pa | A dy 
= 44°) ppal p(n). 
归纳 地 得 到 


2n 


nn n A 1 学 到 
| 了 pmpel mie pel A (2) p" 1 (£2). 
于 是 
Tp Tp 2 "lp ~ (6) 
有 2 
< IA" lp pl). 


从 而 得 知 ,z 充分 大 时 , 7” 为 压 纳 算 子 ,证 毕 ， 


33 退 化 核 


退化 核 的 积分 方程 是 一 类 可 化 为 线性 代数 方程 求解 的 积分 方 
程 , 它 在 理论 上 和 实际 应 用 上 具有 很 重大 的 意义 、 在 讲 它 之 前 , 首 
先 回顾 一 下 线 代 数 方程 组 的 求解 定理 . 

设 且 为 复 域 上 的 nn 维 内 各 空间 , 革 = (i;7) 为 nxz 的 年 阵 ， 阁 
;一 习 ; 称 算 阵 L* 二 (Lt) 为 工 的 转 填 共 罗 和 矩阵 或 称 伴随 炖 阵 . 对 


”28 。 


任何 的 p, 8EX,， 下 式 信 成 立 ; 
(Lo, ¥) = (pL*#), 
一 个 % 阶 线性 方程 组 可 简写 为 
Lop=f. 

方程 "二 0 称 为 方程 Lg 二 了 的 ( 齐 次 ) 伴 随 方程 .由 线性 代数 
我 们 有 

.定理 3.1 对 于 方程 Lg 二 

《I) 涩 且 码 当 齐 次 方程 上 gq 一 0 瓜 有 零 解 时 ， 原 廊 程 对 任何 
fTE 工 有 唯一 和 解 ; 

(2) 若 齐 次 方程 Ly 二 0 有 非 索 解 , 则 原 方程 可 解 ( 不 唯一 ) 当 
且 仅 当 f 与共 =0 的 解 空 间 正 交 , 即 ( 访 好 一 0 

(3) 齐 次 方程 Lp =0 与 了 办 二 0 解 空间 的 维 数 相等 . 

这 个 定理 称 线 代数 方程 组 的 Fredholm 定理 , 而 结论 (DD), (2) 
又 称 为 FEredholm 择 一 性 ， 

游 定 义 集合 对 (如 二 {p15 二 0;, PEX), 则 容易 证明 和 N(Z) 海 
下 的 子 空间 , 称 为 零 室 间 , 并 以 dimN (如 记 其 维 数 ,那么 以 上 定理 
还 可 以 这 样 叙 述 : 

定理 3.1 对 于 方程 Lp = 

(1) 当 且 仅 浊 dimN(L)=0 时 ， 原 方程 对 任意 /天 有 了 唯 
一 解 ; 

(2) 当 dimnw(zD) 二 0 时 ， 原 方程 有 解 (不 唯一 ) 当 且 仅 当 /1 
NCL*)( 即 了 与 NCD”) 中 任 一 元 正 交 ). 

(3) dimN (7) =dimN (L*) 

我 们 将 要 把 这 一 定理 排 广 对 退 化 核 的 积分 方程 ， 以 后 还 可 推 
广 到 - * 般 的 FFre3holm 积分 方程 上 去 ， 

现 定义 超 化 核 . FE-I 认 程 (1. 2 中 的 核 如 可 号 成 


9 ZO + 


K(z, #) = Slas(s) bs(y), 


则 称 为 退化 核 ， 式 中 的 aj (2) ,6j( 胃 Dj 二 1,…, 划 不 妨 分 别 设 为 线 
性 无 关 。 又 设 ay(7z) ,bi(9) ,了 (xz)EL2Las tl 那么 


rb . n Nn 
(IRC, wldvdy< Sas ls Dol <+ 0, 
1=1 


f=1 
即 K(x,3) SSL， 根据 定理 2. 3， 对 充分 小 的 14|， 方 程 (1.2) 有 了 唯 
一 解 p(*)ELzL4, 5j， 现在 我 们 希望 要 在 久 的 更 大 范围 内 求解 . 设 
方程 


2) ADI (GD bil) p(y) dy =f (2) (3. 1) 
了 =1] 2 
存在 解 ， 令 z 
ss) bpd j= (3.2) 
它们 号 待定 常数 , 则 
PO TLE) LA (2). {3. 3) 


将 (G3.3) 代 和 人 (3,2), 得 线 方 各 组 


Zi—A Yi2i = fi 1 一 1 (3. 4) 
j=1 


其 中 

es= | biase) ass 了 | bP ds 
续 为 已 知 数 .这 说 明 如 果 (3.1) 有 人 解 ， 则 六 为 形式 (3.3)}， 其 中 2z; 
为 代数 方程 63.4) 的 解 ( 这 时 一 定 可 解 )， 反 之 , 若 (3.4) 可 解 , 求 出 


zj 后 代 人 (3.3), 立即 可 验证 这 时 (3. 37 确 站 (3.1) 的 解 ( 请 读 者 自 
sa 339， 


行 验证 )， 这 样 ,方程 (3.1) 与 方程 (3.4) 的 可 解 性 等 价 ， 现 进一步 
具体 讨论 如 下 : 

(1) 落 4 不 是 4= (aq;;) 的 特征 值 , 即 det(C7-44) 夭 0， 则 方程 
{3.4 有 了 唯一 解 , 故 (3. 1) 亦 有 唯一 解 . 

(2) 东 是 4 的 特征 值 ， 则 (3. 4 未 必 有 有 和解， 根据 Fredholm 
择 一 性 应 考虑 (3. 4) 相 应 的 从 随 齐 次 方程 ， 为 此 我 们 先 考虑 (3. 1) 
的 伴随 齐 次 方程 ( 即 以 所 到 (zx, 胃 为 核 的 齐 次 方程 ) 


yo) SB | a a =0. (3.5) 
j=] “a 
若 令 
es 
w= | ,3 DPW, 
则 由 (3. 5) 知 ， 


$2) = SD (Cr) 


了 = 1 


将 方程 (3. 5) 两边 乘 以 o (2) 然 后 积分 得 

wT Da w=0 (3.6) 
由 前 述 讨论 知 (3.6) 与 (3. 5) 的 可 解 性 等 价 ， (3. 6) 恰 好 是 (3. 4) 相 
应 的 齐 次 侣 随 方程 ,根据 定理 3. 1 当 且 仅 当 袜 1 刻 可 一 0 时 ，(3. 


有 解 从 而 f3. 了 有 解 ， 其 中 01,…, 20,)" 是 (3.6) 的 任何 解 ， 现 在 
把 这 -条 件 换 戌 底 方 程 的 语言 来 叙述 ， 注 意 到 车 是 (3. 5) 的 解 ， 
则 

(fb) =| fr) Bry dz 


a JY » 


={ f (2310 (0) vd = Bf. 
。 4 了 二 
由 fw; 一 0 可 得 (六 区 一 0 反之 由 (六 划一 0， 因 4 关 0 所 以 有 
jl 


Sf =0, 从 而 (Ff, 罗 7) 二 0 等 价 于 人 条件 Sf,=0. 
+1=1 了 1 


由 以 上 讨论 我 们 得 到 退化 核 方程 的 Fredholm 定 理 

定理 3.2 如 站 (x, 如 为 退化 核 ,方程 (2.1) 中 的 1 了 (x)ELsLa, 
5j, 则 

(1) 当 且 仅 当 齐 次 方程 p 一 4Kp 一 0 仅 有 零 解 时 ， 原 方程 对 
任何 feELsLa, 5 有 唯一 解 . 

(2) 齐 次 方程 一 4 及 V=0 有 非 零 解 时 ， 当 上 且 仅 当 了 与 伴随 
齐 次 方程 

PP—AK*G =0 

的 任何 解 罗 正 交 即 ( 司 , 多) 二 0 时 原 方 程 有 解 (不 唯一 )， 

(3) pgp 一 AK@=0 与 一 14K* 妇 二 0 解 空间 维 数 ( 即 线 性 独立 
解 的 最 大 个 数 ) 相 同 . 

由 和 逮 化 核 的 Fredholm 定 理 可 进一步 推广 到 L; 楼 的 方程 上 
去 ， 退 化 楼 方程 不 仅 在 理论 上 而 且 在 实际 中 有 重要 意义 ， 因 为 一 
般 5; 核 可 以 用 退化 坊间 近 , 因而 可 用 退化 核 方 程 的 解 近 似 代替 Za 
楼 积分 方程 的 解 ( 见 $4)， 

例 求解 退化 核 方程 


p(x) 一 4 xz| sinmyp (dy i 2nr: | sin2ryp (9) ey | 
= 了 (2). 


多 名 


本 时 
sin wyp(y) dy, 各? =| sin2ryp (y) ady, 


-| 
办 =[ sinxyf (yay, fa = |， sin2ryf (¥) dy, 
原 方程 两 边 分 别 乘 以 sin zx, sin2rz， 祝 分 后 得 方程 组 


G 一 为 和 一 2(1 一 吉 )iza= 思 ， 
Sa 二 (1-; A) zs = J, 
系数 行列 式 。 A= 1 全 和。 


(1) 当 4 天 士 村 时 ， 


TDA 


之 1 = 1 4 让 -一 EL 
A 
— Ffit (Zi, 
S22 2 
T 


PE TF) 十 和 和 -Ina 


(2) 当 4 一至 时 ,考虑 伴随 代数 方程 组 


E 4\。 
(me (IA) +(1 es=0. 


其 系数 行列 式 为 汰 , 易 见 只 一 个 外 立方 程 ， 由 卡 曾 六 架 组 的 第 一 
个 产程 得 


a 3 。 


5 = 三 C， 6= (1- 子 )o， 


其 中 0 为 任意 常数 .可 解 条 件 是 /15: 十 fo5:=0 或 所 于 一 (1 一 至 ) 六 


一 作 ， a 
(1 于 > 一 2(1-- 训 顾 = 了 i : 
令 zs 二 0 有 
1 
最 后 


2f 
py i ea 2 AN -h( 1; 2 Yor+20x: | 
2 [i x bh 


2 


(3) 2= 一 也 时 ,读者 可 仿 招 (2) 进 行 求解 . 


8 4 工 ; 核 方程 的 Fredholm 定理 


在 82 定理 2.3 中 讨论 了 线性 F-[1 方程 (2.2)， 在 那里 的 假设 
下 得 出 1 充分 小 时 存在 着 唯一 解 , 对 这 -一 结果 我 们 还 不 能 满意 ， 
事实 上 ， 在 14j 更 大 范围 内 也 还 可 能 有 解 . 3 2 中 我 们 已 举 出 这 样 
的 实例 。 退 化 核 方程 的 解 在 一 定 条 件 下 是 可 以 扩大 的 ， 这 就 是 
Fredholm 择 一 定理 .那么 对 一 般 工 , 核 方 程 解 的 范围 是 否 可 以 扩 
大 , 择 一 定理 是 否 还 成 立 , 这 正 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 . 

上 节 中 我 们 由 线 代 数 方程 组 的 Fredholm 定理 ， 推 出 退化 核 
横 分 方程 的 Fredholm 定 理 , 本 节 中 我 们 将 进一步 从 这 一 定 坦 推 出 
一 般 Lz 核 方程 的 相应 定理 、 为 此 我 们 先 建 立 如 下 引 理 , 它 不 侈 是 

。 了 3 学。 


导向 后 者 的 桥梁 ， 而 且 尼 本身 也 具有 独立 的 重要 意义 . 

引 理 4.1 没 丰 (zx,)EI4， 则 下 (zx, 9) 可 分 解 成 K(x, = 
D(z, 4) 十 SCzy 扫 ;使 其 中 D(z,9) EL 为 退化 核 ,其 对 应 积分 算 子 D 
为 退化 算 子 ; SCz DEFa， 其 对 应 积分 算 子 5 是 压缩 算 子 ， 亦 即 
1S1 <1., 

在 证 明之 前 , 我 们 回想 实 变 捕 数 论 中 的 一 个 基本 事实 : Ls[a， 
四 空间 中 一 定 存在 着 标准 正 交 的 完备 系 (为 可 列 集 ) {ps (2)}; 

车 a,5 为 有 限 , 则 


Pa (0) -Vs sinna Fh 7 二 1,2,. 


若 4 二 一 co,6= 十 co， 旭 


] 
Pn 


如 果 令 


则 后 者 可 写 为 
Pn () = 
鼠 。 (7) 称 作 Hermite 多 项 式 , 当 半 为 偶数 时 , 瓦 (z) 为 偶 国 数 , 当 ? 
为 琳 数 时 ， 瑟 (z) 为 奇 函数 . 
昔 se=0;,8= -+coy, 亦 可 证 明 
Pn {zx) = 2 eH n=0, 1， 2 


这 只 须 将 f(z) 作 但 延 拓 然 后 按 [5se “五,(2); 展 开 邮 得 . 
不 难 用 线性 换 雹 作出 空间 Lz[ 一 90o， 0], Ls[a, “| ooe ,LL — co, 
65] 的 完备 标准 下 交 系 ， 
显然 , 当 以 上 各 为 复 空间 时 结论 照样 成 立 . 
39 < 


引 理 4.1 之 证 明 设 {p(z))} 为 天 [oa 弘 空 间 完 备 标 准 正 交 
系 ， 则 {epus(zyopm(g) tp m 二 1,2,… 为 其 乘积 空间 Zafa b; a, 5] 
上 的 完备 标准 正 交 系 ， 这 只 要 证 明和 任何 f(z, 提 ELs， 一 定 可 按 
{pn(z)m( 引 } 展 成 Fourier 级 数 即 可 ， 设 


| if (x, 9) 12dgzd2 < 十 co。 


于 | 1fkzs 的 128y 是 关于 z 的 Lebesgue 可 积 隙 数 ， 压 几乎 处 处 


有 限 . 因此 当 >z 取 定 ( 除 去 一 个 堆 测 集 处 )， 太 2 轧 是 2 的 平方 可 
积 图 数 ， 故 可 按 完备 标准 正 交 系 {pn( 幻 } 展开 (和 皆 在 平均 收敛 意 
下); 


f(x, = >| fz Fr du pa(). 


又 当 pn(W)EL;[a, bj 时 , 积分 | re gpa (lw) U4 作为 z 的 质数 


属 十 Lsa,b.] (参看 $2 定理 2.3 开头 部 分 证 明 去 p 是 达 z 一 碟 : 的 
线性 有 和 界 算 子 ), 从 而 可 按 {pm(z)} 展开: 


| re 2 Da du 
en Fa be 


(Pe ome Fas jn 
代 回 上 小 - ~ 表达 式 , 得 


f(r, ¥) - .3 > | “fCw, V0) ps Cpe dudo )p, (¥) pm (x). 


人 -1 m=1 


如 果 把 


» $5 。 


站 | fC Vp) pau dudv 


视 为 LL a 5; a,5j 空间 的 肉 积 (f(z) Da (x) pm(9))， 则 它 就 是 
fz, 奶 的 Fourier 系数 ,这 碟 证 明了 igm(z)gprn( 引 } 的 完备 性 ， 至 
十 它们 在 Lsfa,5; a,5J 中 是 标准 正 交 系 这 是 很 明显 的 ， 

入 后 , 因 假 设 (x, EL 故 可 按 {pn(z)pn (四 } 展 开 


Re y) = 3 4 用 本 (Cu, 2 ) Pa ud Pas), (y) 


nm™~l 


二 > Ey Pm 7) Pn (¥). 


RR. 1 


这 里 已 使 
Pbrs 
bs 一 | [ K Gu, 0) Bet) dudo. 


级 数 在 Ls[a, 6; 05] 空间 范 数 春 义 下 收 伍 , 即 


um) | 忆 (D-H Yosgn(z)po( 人 | dray=00,. 
ee 路 扫 皮 ” 拥 守 大 


仿 


Dis) = 2 ontpn a) pn(y), (4.1) 


则 号 (z, 幻 是 过 化 核 ; 日 央 pn(z)ps()EL2， 所 以 D(z, DEL;. 
又 令 

全 (2 的 一 下 (zy 9 — D(x, y), 
则 (x, ELz, 问 时 由 本 章 (2.4) 知 , 对 于 5S(z, 妨 对 应 的 积分 算 子 
心 , 有 


QD 瑚 切 地 说 ，z 寺 态 ，w 志 入 中 的 两 个 不 应 取得 不 一 样 ， 为 简单 计 ， 取 成 统一 
N. 


的 
* 37 。 


1s1 -([ s IS (2 | drdy) 


-(| 下 Ks, 一 2 bnapn(s) puld) 上 azdy) 
0 NN) 
这 说 明 半 充分 大 的 入 可 使 iS1 二 1, 证 华 . 
这 个 引 理 说 明 5 核 可 用 退化 核 任意 地 到 近 , 这 在 求 方程 近似 
解 时 就 非常 有 用 . 
定理 4.1 (Fredholm 定理 ) 设 


Po) —2] Kl 的 p(9) 国 一 Fa)， (4.2) 


其 中 f(z)EL;, K(x, EL 则 

(1) 当 且 仅 当 (4. 2) 对 应 的 齐 次 方程 仅 有 夫 解 时 ， 原 方程 对 任 
何 f(x)EL; 在 工 : 内 有 了 唯一 解 . 

(2) 矿 对 应 齐 次 方程 有 非 等 解 , 则 当 昌 仅 当 fi(z) 与 伴随 齐 次 
方程 


$0 —7] KOI)ay=0 (4. 3) 


的 一 切 解 (7) 正 交 时 , 原 方程 在 I; 内 有 解 (不 唯一 )， 

(3》 (4. 2) 对 应 的 齐 次 方程 与 伴随 齐 次 方程 (4. 3) 的 解 空 间 都 
是 有 限 维 的 , 而 且 维 数 相同 . 

证 证 明 的 方法 是 把 原 方程 的 核 按 引 理 4. 1 分解， 然后 化 为 
间 解 或 可 解 性 相同 的 退化 核 方 程 ， 并 由 后 者 的 Fredholm 定理 而 
推出 本 定理 .具体 进行 如 下 . 

由 引 理 4.1, 把 4K 写成 = 记 上 18, 使 得 和 为 进化 算 子 ， 
而 ja48i <1， 这 样 (4. 2) 可 改 号 为 

(I—AS)p— ADp=f. | (4.4) 

45 为 压缩 算 子 ,所 以 了 -48 存在 逆 算 子 (参看 定理 2.3 注 2)， 


se 3 和。 


及 一 【4837 
则 也 是 线性 有 界 算 子 @, 将 作用 于 (4.4) 两 端 得 
p—ArDp=7F, (4.5) 
显然 (4 9) 与 人 5) 河和 解 ， 这 时 的 (4. 5)7 己 是 退化 校方 程 , 这 是 因为 
Tpp=7( >) kmn Pm(t) [ pny PY dy) 


\m nN 


= 5) knnTpm(ls) | palwo lay. 


同样 , 原 方 保 的 对 应 齐 次 方程 
AKp—=0 (4. 6) 
就 与 退化 核 方程 ， 
yp—iTDp=0 | (4. 7) 
同 解 . 
现 考 虑 (4. 3) 的 等 价 退 化 核 方程， 注意 到 (42K)* 二 4 下 *, 几时 
(4. 3) 为 
(1—AS*) AD*$ =0. (4. 8) 


显然 了 一 XS* 存在 道 , 且 
[CT 一 48) -9 一 EC 一 和 3) 坷 -1 一 (人 一 58 人 -1 


令 
$= (1—AS*)y, (4.9) 


则 


DD 当 六 为 线性 赋 范 守 间 , 了 为 Banach 空间 时 ， 一 切 蕊 人 > 了 的 线性 有 界 算 子 的 
案 合 构成 Banach 空间 ， 关 比如 性 有 界 算 子 的 级 限 算 子 华 钱 性 有 界 . 这 里 的 并 ,7 略 


E12 
为 Hilbert 空间 Lz, TD =IT+y5+ (45) 二 -lim >) AS 均 为 线性 有 界 . 
2 


® 39 。 


p= TXS*) -PLT AS) -5 部 一 下 (4, 10) 
将 (4.9), {4. 10) 代 回 (4. 8), 得 


FAD*TP*y =0, (4.11) 
或 即 
FATD) B= HTD) +$ =0. (4. 12) 
因 GD 是 退化 算 子 , 那么 它 的 转 置 共 辑 算 子 (TD)* 也 是 适 化 算 子 . 
并 且 显 然 (4. 3) 与 (4. 12) 可 解 性 相同. 


这 样 一 来 , 原 方程 (4. 2), 对 应 齐 次 方程 (4.6), 对 应 的 伴随 齐 次 
方程 (4. 3) 分 别 化 为 同 解 或 可 解 性 相同 的 退化 核 方 程 (4. 5),(4.7)， 
(4. 12)， 于 是 

(1) 当 且 仅 当 (4 6) 仅 有 零 解 , 也 即 (4. 7) 仅 有 夫 解 有 时, 对 任何 
feL( 这 时 TF 也 属于 三)，(4.5) 有 了 瞧 一 解 , 从 而 (4. 27 有 唯一 解 ， 
这 就 得 到 定理 结论 (1)， 

(2) 当 (4.6) 有 非 零 解 时 ，(4.7) 亦 有 非 零 解 ， 这 时 当 和 且 仅 当 
(Tf,$) 二 0 时 , (3 是 (4.12) 的 任何 解 ), (4. 5) 有 解 ， 从 而 (4, 2 有 
解 ， 但 注意 到 

0= (Tf,¥$)= Tf, T*1p) = (Ff, TT*-1y)= (Ff,¥), 

这 说 明 (Z 记 区) =0 与 (f,)=0 每 价 , 这 里 办 是 (4.8) 的 任何 解 . 
故 定 理 中 的 结论 (2) 成 六 . 

(3) 由 (4.7) 与 (4.12) 解 空间 的 维 数 相 等 就 可 推出 定理 的 结 
论 (3)， 证 些 , 

下 面 将 要 介绍 的 一 个 定理 仍 属 二 Raredholm， 在 讲 它 之 前 , 先 
引信 积 分 方程 (4.2) 的 特征 值 概念 ， 

者 对 某 个 4 值 , 齐 次 积分 方程 


p70)—A| Ks) py) ay=0 (4. 13) 


存在 非 零 解 p(z), 则 称 4 为 (4.2)? 的 特征 值 , pz)7 称 为 相应 二 特征 
e 40 。 


值 4 的 特征 阔 数 ; 若 这 时 (4, 13) 只 有 零 解 , 相应 的 4 叫 和 若 正 则 情 ， 
显然 4=0 不 为 特征 值 . 

对 应 某 特 征 信 4 的 一 声 特 征 请 数 并 加 上 零 银 数 构成 一 个 村 空 
间 , 叫 相应 于 此 特征 值 的 特征 子 空 间 . 

用 特征 值 及 特征 子 空间 的 概念 可 以 重新 叙 述 定理 4 1. 例如 
结论 (3) 就 可 叙述 为 ， 对 应 于 每 个 特征 值 4 的 特征 子 空间 是 有 限 
维 的 . 

在 定 埋 4.1 的 假设 下 ,我 们 还 有 第 四 个 结论 , 它 仍 属 于 Fred- 
holm, 因此 我 们 还 排 在 定理 4.1 的 名 下 . 

定理 4.1( 续 ) 在 定理 的 假设 条 件 下 , 有 

(4) 在 平面 上 任何 有 界 区 域内 方程 (4.2) 至 多 只 有 有 限 个 特 
征 值 

证 设 4 在 平面 有 界 区 战 琅 变动 ; 刚 存 在 员 >>0, 使 得 召 不 越 


册 加 盘 1 害 过 8。 由 引 理 二 二 可 取 151<B- 于 ，《 电 引 理 的 证 明 过 


种 可 以 销 到 ,对 代 意 >0， 可 使 181<e)， 从 而 jaSi= 181< 
-本 <] 上 是 45 为 压缩 算 了 ,7--48 存 在 递 算 于 T=(1 一 48)-， 


代 和 人 (4. 5 得 与 原 方程 等 价 的 退化 读 方 程 ; 


Pp--A(T--AS) OP 一 (一 45) 1!f, (4.14) 
其 核 为 
三 ho 一 43) pnlz) pn) 
mn N 
= Eh BSP) pn (yy 
Wn 让 
= ED bd TE) Bn pa Wy Jpn ly), 
吉 ! 对 全 谍 “SD 


* 村 了 


其 中 Si (z, 力 为 旭 (z 幼 的 宇 次 融 族 ， 括 号 中 的 级 数 平 均 收 伍 〈 参 
咎 定理 2.3)， 曾 月 为 图 盘 ,4 二 六 中 4 的 解 折 酌 数 ， 将 二 述 求 和 
重新 编号 并 改变 下 数 的 记 导 , 它 总 可 以 写 盛 如 下 形式 


i (4， x) bi(y), 


4=1 


其 中 如 (CL Qj(42) 二 > 0yn(z) 加 ， 级 数 对 x 平均 收 化 ,在 
n=0 

1 和 < 媳 内 qj( 和 x) 对 4 解析 ， 利 用 5 3 化 退化 核 方程 为 线 方程 

组 的 方法 , 可 以 得 到 


i A MiMi= ft t=1,',N. 《4. 15) 


i 


此 下 
se | bn pe) de, fo=) Cf) Ce) 0 dr, 


者 =| as(%, py 
=| (Tent)# 2 (zs)ds 


= 7 wn (2) bi(2) dz. 


可 以 到 项 我 分 的 根据 是 引 理 2.2.， 可 加 8ij( 办 在 | 和 二 R 内 为 4 的 
解放 中 数 ，(4, 3 的 系数 行列 式 
人 一 1 和 -Aganth) | 


DA) -- — Aas (4) 1— Aqs, (4) i : | 
| — Aan. (A) vd 1— Aann cA)| 


也 是 4 的 解析 函数 , 原 积 分 方程 在 14| 过 8 内 的 特征 值 巡 Dr 人 在 
14 < 如 中 的 零点 ,它们 只 可 能 至 多 有 有 限 个 ,因为 否则 的 话 , 由 解 
析 函 数 的 唯一 性 定理 ,在 | 过 时 Ds() 三 0， 这 与 Da(0) 二 1 逆 
盾 ， 命题 得 证 , 

定理 4.1 包括 结论 (1) 一 (4)， 统 称 为 Fredholm 定理 ， 结 论 
《1)》,{2) 称 为 Fredholmn 择 - 一 性 . 

注 1 定 强 4 结论 (1 话 不 意味 著 方 种 (2 的 特征 值 必 然 
存在 ， 例 如 取 下 (zz 的 二 sinarzcosxgosayrgsI)， 不 难 证 明 (4. 
2) 无 答 征 值 , 团 为 


| 
P(r) = 并 sinnzcos rym (ydy = Asin 7X， 
0 


1 
c=| cosxyPCy) Uy, 上 式 乘 cosxx 积分 得 


GC =- Ac| Sin mseosmhyt C= 0, 


1 

代 人 上 式 知 ,对 任何 4, 9 (x) 二 0, 即 方程 (4.2) 无 特征 信 . 

另外 , 由 定理 4.1 结论 ( 少 知道 ， 若 果 有 特征 值 的 话 ， 则 线性 
F-I1 方程 的 特征 值 个 数 或 为 有 限 战 为 可 列 个 , 且 为 后 准时 必 有 

lim 4。 二 

注 2 述 化 核 方程 至 多 只 能 有 有 梁 个 特征 值 ， 

注 3 定理 4.1 可 以 推广 浏 含 复 变 元 ， 滞 曲线 积分 的 积分 方 
程 , 这 种 方程 在 应 用 中 很 普遍 , 即 考虑 方程 


PA Ks pA), C4.16) 


工 为 简单 未 段 光 浓 曲线 (封闭 或 谷 ), (ET) 症 工 x 荆 上 连续 ,了 (t) 
在 工 上 连续 .定义 (4.16) 相 应 的 伴随 齐 次 方程 为 


BL)-— KC, Yar=0, (1. 17) 


- 41 二 


则 方程 (4. 16) 的 Fredholm 定理 如 下 ;: 
(1) 当 且 仅 当 (4. 16) 相 应 齐 次 方程 仅 有 零 解 时 ， 对 任何 在 工 
上 连续 冰 数 ft 方程 (4. 16) 有 唯一 解 ; 
(2) 当 (4, 16) 相应 齐 次 方程 有 非 霉 解 时 ， 当 且 仅 当 基 (与 体 
随 齐 次 方程 (4. 17) 的 一 切 解 多 (丰满 足 和 条件 
| FO) pCat=0 


时 , 原 方程 有 解 ( 不 唯一 ); 

(3) (4.16) 相 应 卉 次 方程 与 伴随 齐 次 方程 (4. 17) 的 线性 无 关 
解 的 最 大 个 数 相 同 ; 

(4) 在 平面 任何 有 和 蛋 区 域内 ，(4. 16) 至 多 有 有 限 个 特征 值 ， 

我 们 来 证 明 结论 (2)。 很 容易 将 (4. 16) 化 为 (4.2)， 设 工 以 
绑 长 s 为 参数 的 参数 方程 为 

t=t(s), 0<ss<SL (4. 13) 

代入 (4.16) 得 

FPC) 一 和 KC), DU) to dr = fs)). 
令 

PIS) 一 (ES)) Ei(s,0) = 下 人 (s) (0)) 6 (CT)， 

f(s8) = f(t (8)), 
则 得 


pie)—Al Kssop odo=f(s), (4.19) 


其 中 用 (s)， 玉 1(8,0) 名 为 连续 函数 . (4. 19) 已 成 为 过 论 过 的 (对 
2) 型 的 方程 ， 而 且 (4. 16) 与 (4. 19) 可 解 性 等 价 . 

间 祥 将 (4. 18) 代 入 (4.17) 后 , 两 端 同 乘 志 (5) 天 0( 因 | (s)1= 
1), 然 后 将 方程 两 边 取 共犯, 最 后 令 1(s) 一 (8s)W(t(s)) 得 


pi(8) —%| RIC SY Yodo =0, (4. 20) 


a A4 ， 


则 方程 (4. 17) 与 (4. 20) 的 可 解 性 等 价 ， 
当 (4. 16) 相应 齐 次 方程 有 非 零 解 时 ， (4. 19) 相应 齐 次 方程 亦 
有 非 零 解 , 由 定理 4.1 结论 (2) 知 , (4. 19) 可 解 的 充 要 条 件 为 
(fi(s) $1(8)) =0, (4. 21) 
其 中 1(s) 为 (4. 20) 的 任何 解 , 即 


O18), TOTP = 06), BD) = fy) 
一 0。 (4. 22) 
(4) 为 (4.17) 的 任何 解 ， 反 之 由 (4. 22) 也 推出 (4.21), 结论 (2) 
得 证 . 
用 这 种 化 等 价 方程 的 方法 同样 可 证 明 其 余 的 结论 ， 
注 4 定理 4.1 可 以 推广 到 高 维 积分 方 各 


v(mM) 一 4 K(M, NpCN) dowy=f(M), (4. 23) 
,六 为 如 维 空间 中 的 点 ,只 为 nw 维 空间 中 某 个 区 域 或 曲面 ，dow 
相应 于 变 点 六 取得 的 “体积 "元素 ， 当 然 我 们 仍 设 1(M)EL:(02)， 
而 CM, N)ELa(Q) 即 
| | [KCM, N) | dudow < + eo. 


所 得 结果 和 证 明 方 法 完全 类 似 , 不 再 重复 ， 


85 名 否 性 核 
在 $ 2， 4 中 讨论 了 工 核 方程 解 的 存在 唯 一 性 问题 以 及 
Fredholm 定理 ,这 对 于 含 奇 性 核 的 方程 一 般 是 不 成 立 的 .然而 对 
于 缉 奇 性 核 的 方程 却 有 与 工 核 方程 平行 的 理论 ， 上 节 末 我 们 已 
将 Fredholm 定理 推广 到 高 维 积分 方程 的 情形 ， 为 使 奇 性 的 阶 和 
维 数 关系 更 清楚 些 , 本 节 对 高 维 积分 方程 进行 讨论 ， 


* A445 » 


5,1 预备 定理 
定义 ”如 果 % 维 空间 积分 方程 的 核 可 表 为 
K(M, MI) = Qacn, (5. 1) 


其 中 他, 于 | 为 % 维 区 区 沦 问 中 的 点 ,7 二 | 及 了 || 是 避 与 下 :的 距离 ， 
4 为 邵 维 空间 的 有 界 半 区域 , 吾 (， 形 ) 在 另 x 只 上 连续 ， 或 在 
人 2 人 2 上 有 界 可 测 , 则 玉 ( 开 , 衣 ,) 称 为 勇 奇 性 核 . 

加 到 一 维 空 间 , 强 傈 性 楼 可 写 为 


Kw) LD og<l, (5. 1): 
Ix—g| 
在 二 维 空 间 中 其 形式 为 


H(zr, ;x1, ¥1) 
人 yt1, Y1) TE a) ty ay) 0<a<<2, 


(5. 1)” 
要 想 推广 L, 核 方程 的 一 些 结 果 到 罚 奇 性 核 方程 上 面 兴 ,关键 
总 下 面 的 引 埋 及 基 推 论 ， 
引 理 S.1 设 
{ECOM, MD) < [LOM, Mi) | < 
六 KE 
其 中 4 4; 为 正常 数 ,0<&, 过 xn, 则 对 王 
NCM, M,) =| KCM, Mi LCM,, MdM, 
有 如 下 估计 
| 5 当 E ! P<n, 
INCM, MD)| < olinrl, rth=», (5. 2) 
的 


证 记 ro 一 | 吧 - 和 |， i | aa i 则 | 
站 46 a 


INCOM, MD) 4d| -全 全 (5.3) 
og TO71 

(1) 设 & 上 Bp<n, 取 定 如 ,M1E8, 作 用 M1! 之 中 重 ( 超 平 ) 面 分 

人 为 22， 与 02, 认定 到 ， 于 :分 别 略 = 人 (2,, 则 汉人 if， Po 


ri1sH.. 


» i i 
二 Port riry 


AA .209 2 
Le ro 这 To ? yi | 
(5, 4) 


其 中 到 足 人 2 的 直径 。 现 具 须 证 明 下 式 右 边 册 个 积分 分 别 总 与 形 
及 好 ,无 大 的 常数 , 则 (5. 2) 中 第 一 个 全 让 式 获 证 . 素 实 上 我 们 只 要 
计算 两 个 积分 中 的 第 一 个 就 行 了 , 另 一 个 可 接 同 样 的 办 法 处 理 . 不 
妨 设 型 一 (0 10》 有 Ms 二 (x1,…, za), 作 极 坐 标 变换 

WiO—= rotosgp1y 

Tz2 = Tosin DI cosgpzs 

Tn Tosing*sin Pa-acOosgn-1s 

Zn = Tosin g'sin Pn_23in p_is 


则 


dM 村 1 Bi 如 一 有 
一 dro| si piCOpD | singn- says 
oh 人 cro +0 -0 
27 
| COPa-l 
台 


在 所 设 情 况 太 &% 十 月 -LI， 玖 于 成 是 二 玉生 置 光 关 的 常数 . 
C2) 设 a 二 > 令 用 = (0,…, 0)， 取 性 开 , 的 方向 为 x 加 虐 
向 ; 则 到; 一 (0 又 了 (eg0。 作 变换 
Zh TE 1 


447 » 


代入 (5. 3) 则 有 


nl wi , 
[NOM MY SAds| rr 
dr-dz, 
二 Ai4， A 
Dn + st | 
六 = b= 
__4,4, déiden 
Tra 入 上 5.5 
,< o| G1) 3 
二 一 2 加 


其 中 器 王 \ 和 十 … 二 部 ， 作 极 坐 标 变换 
£1= Pecos | 
E12 = Psingpicosgpey 


[DEE 


En= Psin Pisin easin gpa-1s 
则 
dérdén = pp idp' sin” ‘psin” por'rsinm dp. dPpn.1 
= p10pdS. 
上 式 右 端 是 半径 为 4p 的 超 球 上 的 体积 元 素 ， 当 p=1 时 dpds 及 
ES 分 别 为 单位 超 球 上 的 体积 元 素 和 面积 元 素 。 我 们 现在 只 要 证 
明 对 于 0 二 r<<%h，(5. 8 末尾 的 积分 有 界 即 可 . 先 考虑 了 充分 小 的 
情形 , 那么 总 可 使 
De 
而 (5. 5 可 写成 


IN(M, M)| < A | es | edpds 
Ld pS | Dr . 


(5. 6) 
se A438。 


以 下 详细 地 合计 这 两 个 积分 。 如 果 我 们 设 正 ,:(0)、Ks(1) 分 别 是 
0,1 为 中 心 , 以 5 为 半径 且 金 落 干 p 所 2 内 的 罗盘 , 则 


=| +| +| 
pga dR) 和 CD) dk,(0)-K0 -FE 


三 了 十 ?fe 十 1s. 


r n 
考虑 到 | (4. 一 D* 十 袜 针 | 在 (0,…,0) 附 近 有 界 , 则 
六 = 
| .0069 
wo [(&1—D* + 8 | 


EE 


<481| 
~、 用 
其 中 4; 为 常数 , 5 为 单位 超 球 面 面 程 , 上 式 中 一 x 十 1 过 1, 故 上 式 
有 端的 积分 为 一 常数 ， 


nr 
A 


了 -| CE 
2 7 
KafD or| (和 一 D -8 | 
. = 
< 一 
Fat | (aD) ts | 


其 中 4 为 常数 ,此 式 的 佑 式 是 注意 到 了 P "在 (1,0 …，0) 附 近 有 
界 而 获得 的 ， 上 起 石 端的 积分 只 要 用 一 极 坐 标 变换 又 可 证 明 为 一 
常数 . 至 于 Is， 因 (5.6) 的 被 积 式 在 下:(0) 一 KK,(0) 一 KA(1) 内 有 
界 , 其 界 设 为 4;, 则 


Ts< 4， | dpadS< As; | dpas 


"EetD) -KRONE al) * Ke(0) 
‘2 
=AsS | dp =24s5. 
”四 


为 估计 (5. 6) 右 端的 第 二 个 积分 ,注意 到 >2, 从 而 


(8 一 1 + Dp 2 +1>(p—D*>, 
于 总 
|， as<208| -er 

而 在 所 设 条 件 下 , 右 疾 积 分 收 丝 ， 

当 0<rh 时 有 ,1 志和 之 十 oo， 所 以 当 生 <2 时， 以 上 讨论 
更 为 简单 ， 故 对 0 过 ?7 志 (5. 2) 第 三 个 合计 式 获 证 ， 

(3) ai- 有 一 人 时 

上 全 2) 诗 的 过 论 在 旺 时 大 部 分 在 效 ， 共 根本 区 萝 在 十 45. 6) 
右 疾 第 二 个 炙 分 的 知 计 为 


| cA 中 2Snt. 
2 2 2 


只 要 机 适当 调整 一 下 人 i a 论 
推论 5.1 鸡 放 性 核 的 秋 核 
K,(M, Mi) = | KCM, MI KE, CMa, M Id Mz, m2, 
-nn 


在 次 充分 大 时 在 x 9 下 有 界 . 
证 由 3 引 理 (5.1) 出 发 可 归纳 地 验证 对 任意 的 名 有 如 下 估计 
并 


Cm 
人 7 一 《于 一 了 有 0 (5.7) 


Om sO— (mm—1)n<0, 
其 中 Co 为 常数 .如 =2 半 , 应 用 中 下 5.1 有 


{KAM, MODI! IECM, MOK CM, MI) ILM, 
Ln 


[EntM, Mi)| < 


a 一 一， 


1 0s 2 
pr Ed 

<) Pt 
CO ,20 


和 S50 


再 假设 (5.7) 对 mr 成 新 ， 又 应 用 3| 理 5.1， 这 时 设 a=a，ph 一 
MQ 一 (1 一 7 看 然 0 之 B=<2<n, 当 -Bn, BN gm (Cm--1)n= 
(C18 十 1 一 rn 芋 0 时 ,有 


[Kn(M, MLE| IK(OM, M) Kn CMs, MNAM, 


On 
| (m+ au— mn >0, 
Cm-! ;m1)og—mn<0. 


表明 (5.7) 对 m 十 1 也 正确 ,因此 (5.7) 尘 一 切 w 关 2 成 立 ， 
为 要 使 rg 一 (mr 一 Dn 过 0, 只 须 


这 时 天 n( 有 HY, 4 ,) 有 界 . 证 毕 . 

注 ”从 证 明 中 看 出 , ?; 增 大 时 秋 楼 下.(MM, 于) 的 理性 逐渐 减 
弱 , 下 至 有 界 ， 半 如 (WH 有 M1) 在 x0 上 连续 时 ,还 可 以 证 志 , ?mm 
充分 大 使 钢 沁 一 -时 ,Km( 了 对, 了 M1) 在 从 x 上 连续 ,四 


推论 5. 是 展开 后 面 弱 奇 性 核 理论 的 关键 ， 当 名 充分 大 及 
人 2 为 有 界 闭 域 时 ,Kn( 用 ,下 1)EL( 人 8)， 利 用 这 一 点 可 使 工 : 核 方 
程 的 理论 在 弱 奇 性 核 方程 中 再 现 ， 


5.2 存在 唯一 性 定理 


下 面 定理 5. 1 及 其 主 明 ， 对 一 般 高 维 都 成 立 ,, 但 为 了 与 定理 
5. 2 关于 Volterra 方程 平行 叙述 , 仍 就 一 维 情况 讲 叙 ， 
定理 5.1 对 于 线性 F-II 方程 


中 见 E, Goursat; 4 Gaurse in Mathematiical Analysis, Vol, Til Part. 
2, "1niegra!l Egquaiions, Oaleuilks of Variations,”"Dover, New York,1964d, 


a 全 了 至 


p(s)—2| Kt, p(y =f (7), (5. 8) 


其 中 a ,5 为 有 限 数 ,f(z)ECLa,5], (zx, 四 为 弱 柯 性 核 ， 则 方 程 
对 充分 小 的 14| 在 五 Fa 扫 内 有 唯一 解 . 
证 把 (5.8) 写 成 算 子 方 积 
(tT—AK}Pp=f. (5. 9) 
今 Tp 二 f+4Kp， 则 对 任何 正 整数 史 ，Tg 一 9 的 解 必 为 To 一 9 
的 解 , 因而 只 须 证 明知 充分 大 时 ,2 为 压缩 算 子 即 可 , 因为 


p(z) 一 逢 | 天 sd， gp YF ARF+ + A KR" 1, 
(5. 10) 


由 的 论 5. 1, 知 充分 大 时 Kn(z, 引 ) EIs[a,5J, 又 (5.10) 有 端 可 归纳 
地 证 明 属于 Lala，5]。 事实 上 , 因 f(x)sCC[a，5, 设 max |f(z)| 


二 Boy 又 设 | 五 (z, 8 | 委 4, 故 


1 


-人 Tea 


-0 tr) lB, 


设 |K”f| 志 Bm, 出 
* dy 
|[R"+1Ff| 一 IK(K™F) | 之 AB, | Bm 
从 而 对 一 切 mmx, K”f 有 界 , 属 于 工 sa, 0、 由 定理 2. 3, 方程 (5. 10) 
当 14| 充 分 小 时 有 了 叭 --- 解 (这 时 T” 为 压缩 算 子 ), 定 理 得 证 . 


注 1 可 以 证 朋 , 五 (z,) 人 在 a 委 zy 9 二 6b 连续 ，j (x)EC[a，5] 
ee S52 + 


时 ， 算 子 攻 把 连续 函数 变 为 连续 冰 数 ,DD 且 天 f， 玉 ff，… 毕 属于 
CLa, 5j; 又 (5.10) 中 (2z, 引 连续 从 而 方程 (5. 8) 在 CLas，8j 中 有 
瞧 一 艇 . 

注 2 定理 设 f(z) ECLa， 的 可 削弱 为 对 充分 大 的 mm KifE 
LaLa, b1, i =0,1,.", m—1. 

定理 5.2 线性 VY-II 方程 


pz)—A| Kz, yp dy =f (x) (5. 11) 


在 与 上 定理 同样 假设 下 , 对 任何 4, 方程 (5. 11) 在 L;[a，5J 内 有 唯 
一 解 . 
证 证 明 方 法 与 上 定理 类 似 ， 把 (5. 11) 写 成 (5.9) 及 Tp=g， 
而 T= 了 +4Kq， 不 过 现在 下 为 Volterta 算 子 . 此 时 Tp=p 
即 
p(x) 一 各 | Knls, Dp dy = FN ARF Ne EK". 
(5. 12) 
.对 充分 大 的 砚 , 了 n(x; 引 ELz, 由 定理 2.10 的 证 明 过 程 知 道 ， 对 充 
分 大 的 各 》 (7T*)"* 为 压缩 算 子 ， 这 说 明 三 个 方程 了 和 三 ps T"p-—9, 
(7")"g 一 9 的 可 解 性 等 价 . 然而 (5.12) 对 任何 4 在 5: 内 有 了 唯一 解 ， 
故 原 方程 (5. 11) 亦 然 . 证 比 . 
也 可 作出 与 上 定理 类 似 的 注解 . 


5.3” 句 奇 性 核 方 程 的 Fredholm 定理 


”本 段 仍 老 虚 方 各 
y(M) 一 计 KE(M, Np(N)EN=f (M4), (5. 13) 


中 见 B，H.。 斯 米尔 诺 夫 ， 高 等 数学 教程 ， 四 千 一 分 册 ， 痪 等 教 宵 出 版 社 ， 
p: .57—59 


® FF 。 


其 中 型 ,六 为 2 维 空 间 的 点 ,五 (4 为 弱 奇 性 核 , FJ)SCCO)， 
2 为 % 维 空间 中 的 有 界 闭 区 域 . 

定理 5.3 方程 (5.13) 在 4 平面 任何 有 界 区 域内 至 多 只 有 有 
限 个 特征 值 . 

证 对 于 4 平面 任 一 有 界 区 成 , 必 存 在 召 >0， 使 之 沙 于 贺 盘 
14| 志 号 内 .车 (5.13) 在 该 贺 盘 内 有 特征 值 46， 相 应 特征 图 数 为 
gol2) 闫 0。 出 


po NM) — A KE(MU, NGN AN=0, (5. 14) 
区 
或 简 记 为 
(I—AK) po=0. (5. 15) 
若 设 se=e” 则 必 有 
(了 了 一 -he 下 ) ff 一 AoE™ I ) (IT—AK)po=0, (5, 16) 
或 即 
pM) 一 hm| Kn(M, N) go N)EN=0, (5. 17) 
和 


共 中 下 mn《 覆 ,办 ) 为 原核 的 砚 次 谷 核 ， 以 上 说 明 (5, 14) 对 应 于 的 
特征 隙 数 poz) 亦 必 为 (5.17) 对 应 二 特征 值 从 的 特征 函数 ,如 果 
在 4 平面 有 界 区 城内 有 无 限 个 特征 值 ， 则 (5. 17) 在 癌 - “区 域内 也 
有 无 限 个 特征 值 。 然 而 另 一 方面 ， 对 充分 大 的 名 ， 由 定 埋 4.1 结 
论 (4), 方 程 (5.17) 在 |4| 扎 情 内 至 多 只 有 有 限 个 特征 值 , 矛盾， 证 
毕 . 
定理 5.4 方程 (5.13) 的 任 一 特征 什 对 应 的 特征 子 空 间 为 有 

限 维 ,而且 齐 次 方程 

{IT--AK}p=0 《5. 18) 
与 伴随 齐 次 方程 

(7 7 下 (5. 19) 


的 解 空间 维 数 相同 . 

证 因 (5.18) 对 应 特征 值 4 的 特征 曙 数 mo(z) 必 满足 (5. 17)， 
敢 若 对 应 于 4 的 特征 子 空 间 无 限 维 , 则 方程 (5.17) 对 应 于 知 的 特 
征 子 空 间 也 无 限 维 , 当 守 充分 大 中 这 里 显然 与 定理 4. 143) 相 隔 . 

设 (5.18) 及 (5.19) 解 空 间 维 数 分 别 为 7 及 7*， 尖 这 两 个 方 
程 互 为 共 思 ,只 须 证 明 7* 友 7 好 可 . 

闭 才 我 们 看 到 ，2- 4 时 wo 天 4 为 (5.18) 的 解 必 为 (5. 17) (或 
(5. 16)) 的 解 ， 友 之 则 不 然 . 为 了 (5.18) 与 (5,16) 的 可 解 性 千 
价 ， 我 们 总 可 以 选 到 这 样 的 25, 一 方面 使 Kn( 台 , 和 N)ELi()， 荔 
一 方面 使 得 

EAos Er Mos BE 140 (5. 20) 

中 任何 一 个 者 不 是 (5. 137? 的 特征 值 ， 若 不 然 ， 即 对 任何 充分 大 的 
m; (5. 20) 中 至 少 有 一 个 为 (5. 13) 的 特征 值 ， 从 充分 大 的 名 中 取 一 
串 质 数列 你 一 ceo, 则 可 得 到 (5. 13) 的 无 穷 个 互 不 相 重 会 的 特征 值 

ry ,Wh 
这 就 是 说 在 贺 周 14| = ]46j 上 方程 (5. 13) 有 无 限 个 特征 值 ,这 与 定 
理 5.3 冲 突 . 故 象 (5. 20) 这 样 的 挑选 总 是 可 以 做 到 的 。 以 下 证 
胃 , 在 这 样 的 选择 下 , (5. 16) 的 解 也 是 (5. 18) 的 解 ， 因 (5. 16) 可 写 
成 

(IT—-Aek) 开 (I—AeiK)po=0 (5. 21》 


而 he 又 不 是 特征 值 , 故 


TE a8 Kk) po= (1— eK) TT Ohe!K)9o=0. 
=3 


j=2 i 
(5. 22) 
但 hoe? 又 不 是 特征 值 , 故 


2K =0. (5. 23) 
j=3 


了 
”如 此 继续 下 去 , 直至 因 六 hse”!' 不 是 特征 值 , 从 而 得 到 
(1 -NK)9o=0. (5. 24) 
这 说 明 人 在 这 样 挑选 吉 的 情况 下 , (5.18) 与 (5. 16) 可 解 性 等 价 , 从 而 
(5, 16) 解 空间 也 是 7 维 ， 根 据 定理 4.1(8), 方 程 (5. 16) 的 伴 随 方 
各 
(7 一 和 3 天) 及 一 0 《5. 25) 
亦 为 + 维 ， 但 是 4 一 2 时 (5. 19) 的 解 必 为 (5. 25)》 的 解 ， 于 是 可 向 
+<ssT， 证 名 . 
定理 5.5 方 积 (5.13) 可 解 的 充 杰 条 件 忠 FCM) 与 伴随 齐 次 
方程 (5.19) 的 - - 旋 解 多 (好 ) 正 奖 , 即 (六 2) 一 0， 
证 将 原 方 程 (5.13) 写 成 
PAKgp=1. (5, 26) 


"» 1 
用 算 子 (7 一 246a7 直 ) 作 用 后 得 
i=1 


m-1 
vo—NE"w= I Geik)F. (5, 27) 
了 三 1 


于 是 (5. 26) 的 解 是 〈5. 27) 的 解 ， 反 之 象 (5. 20) 那 样 选取 驶 ， 则 
(5. 27) 的 解 也 是 (5. 26) 的 和 解 ， 事 实 上 ,将 (5. 27) 写 成 

m—1 

TT de RL hoK) pf1=0. 

了 一 上 
重复 (5. 21) 至 (5. 24) 类 似 的 推 翰 过程 ,不 过 将 那里 的 了 一 加 Kgo 换 
成 迹 里 的 (I 一 6K)p 一 了 , 则 得 

{7 一 4 到)P -f=—0, 

这 战 环 明了 人 在 驶 适当 选 地 之 下 ，(5. 20) 与 (5. 27) 可 解 性 等 价 ， 然 


» 56 « 


而 后 洪 的 可 解 性 由 定理 4.1(1),(2) 得 知 等 价 于 
(Ho AeiK)F, 2)=0, (5. 28) 
j= 


而 是 方程 
DW—- ANP(K*) "0 (5. 29) 
欧 任 何 解 , (5. 28) 又 可 写 为 


o-( 开 (I -1eiK) | 2 | 
i=1 


-人 TT (71— jerfoa 


了:1 
-( 开 c-zeko 中 《5. 30) 
令 
v1)o 
则 (5. 29) 为 
0=@—N(E*) "= a-7x")H (I—AeiKk*)@ 
= (IT—AK*)y, . (5. 31) 


著 钊 是 (5. 19) 的 解 , (5. 30) 即 (f, 罗 ) 二 0. 由 于 ?wr 按 上 述 方 法 选取 ， 
所 以 (5.19) 与 (5. 29) 也 同 解 ， 而 (5. 28) 对 任何 % 成立 ， 这 意味 着 
《5. 31) 对 一 雪 幼 成立， 反之 , 若 (f,$) = 二 0， 多 是 (5. 19) 的 任何 解 ， 
则 有 


(x (= zeak rp)=0. 
了 = 


e S57 « 


按 上 述 相 反 步 驮 可 得 
(aanpo)=0 
+=1 

仍 由 (5. 19) 与 (5. 29) 的 同 解 性 知 , (5. 28) 对 (5. 29) 任 何 @ 成 立 .证 
毕 . 

最 后 指出 , 本 节 结 果 可 推广 到 含 复 变 元 , 沿 曲线 积分 的 E-I[ 积 
分 方程 

P(t) 一齐 E(t or dr=f(t), (5. 32) 

其 中 工 为 简单 逐 段 光滑 西 线 (封闭 或 否 )， 下 (ft，z) 有 弱 奇 性 ， 即 
K(t,7) = 人 0<a<1l,H(t,7) 在 LxL 上 连续 , FE 在世 
上 也 连续 , 

对 于 这 种 方程 问 样 有 Fredholm 定 理 ， 这 只 须 按 §4 注 3 的 
方法 ， 将 曲线 工 的 参数 方程 (4.18) 代入 (5. 32)， 同 时 注意 到 
12(s)| 二 1 以 及 


(8), to0)) Hi{8,0) 
(ts = oe eo] 
共 中 
H(t{s),t(0)) 
1 —t 0 EF 
Hi(z, #) 一 ~ 9) | We 


H{i(s),t(s)), ss=0 


龙 s, 0 的 连 绪 函数 . 这样, (5. 32) 就 化 为 等 价 的 , 含 实 自 变 其 间 积 
分 二 下限 为 有 限 的 含 弱 奇 性 核 F-1 方程 ， 从 而 可 得 出 相应 的 定 
理 ， 


3 。. 


86 Schauder 不 动 点 原理 及 其 应 用 


前 面 几 章 着 重 讨论 了 线性 积分 方程 ， 但 $ 2 定理 2.4 及 定理 、 
2. 11 也 涉及 非 线 性 积分 方程 解 的 存在 性 及 唯一 性 , 不 过 是 在 较 强 
条 件 下 讨论 的 ， 本 节 将 在 较 弱 的 条 件 下 讨论 非 线 性 积分 方程 解 的 
存在 性 (但 不 保证 瞧 一 性 )， 其 基本 工具 就 是 Schauder 不 动 战 ， 


6.1 Brouwer 不 动 点 定理 


作为 Schauder 不 动 点 原理 的 预备 定理 ,我们 首先 讨论 它 在 % 
维 欧 氏 空间 中 的 定理 形式 , 即 Brouwer 不 动 点 定理 . 
定理 6.1(Brouwer) 设 B, 为 n 维 欧 氏 空间 ， 令 必 二 {到 | 


I/2 


1X1<hXeB) ,其 中 Xi 一 (也 Ia?) 是 Xr, a 在 


E, pe 设 K 是 人 S 到 昼 的 连续 映照 ， 则 存 企 久 SS， 使 
K(X) 一 | 

pa A 
存在 不 动 点 . 

在 一 维 情况 下 容易 得 到 本 定理 的 几何 解释 . 现 设 了 = K(X) 
十 定义 域 为 一 1 立志 1. 值 域 为 一 1 也 1 的 达 续 曲线 ， 则 有 曲线 
上 至 少 有 一 点 在 一 ,三 象限 的 角 平 分 线 上 ， 或 者 说 ， 设 4, 5 分 判 
为 线段 于 = 一 1, 一 1 了 1 及 着 =1, 一 1 人 YS1T 上 任意 两 点 ， 则 
连接 4;8 的 任意 连续 曲线 必 与 育 线 了 二 工 至 少 相交 一 次 . 

本 定理 的 证 明 分 两 步 ， 首 先 在 较 强 的 条 件 下 证 明 本 定理 ， 即 . 
设 天 是 有 二 和 阶 连续 导数 的 映照 . : 它 的 意 闵 是 这 样 ; 设 了 二 下 ( 半 ) 分 
基 形 式 为 久 一 有 (zz 一 2， 此 时 要 每 个 和 对 每 个 - 


昌 $9 本 - 


.2 自流 续 二 阶 候 时 数 ， 然 后 利用 Weierstrass 到 近 定 理 最 后 可 证 
得 本 定型. 

引 理 1 设 fi(zo zi px)EC2(GJ i=1,**， 4 GCR"" 
为 开 集 ,在 RX (rw 十 了 的 年 阵 


CE 


\9fa ef 21 
一 = 妆 
‘Qn ex or 


中 除去 7 了 列 后 的 方 阵 组 成 的 # 阶 行列 式 记 为 Pr 则 
< 19F;_ 


证 在 Fj 中 ， f, Sp fs 关于 zz 天 四 的 一 阶 偏 导数 的 那 一 列 
元 素 芋 再 对 zx; 求 偏 导数 记得 的 行列 式 记 为 了 zx。 于 是 了 zz 第 了 行 
元 素 当 0 所 和] 一 1 时 为 ; 


SR 
dro’” Ox1” DGrzz9zi dxj-1 OXj+1 i Do 


当 1<8<s2 时 为 : 


21 31 ... ft 3 of .of (6.1)" 
dro drx1” ’" Or; 1 G1” drors’ “3xzn。 


根据 行列 式 求 导 法 
Ss 


[Eg | 了 +1cz 上 所 性 


到 和 + 5 外 一 De (*) 


0 二 
不 妨 设 £<=<7 来 比较 Fj 与 Fy， 此 时 的 2 行 元 素 由 (6.1) 纷 
击 , 而 Fj 的 同一 行 元 素 , 由 (6. 1) 应 为 


. C1) 。 


af: of ., 93f: Bf ., Hf .af, 


Bz0’ D2” ?rer’ rp’? Brrr’ Bx, 
a of a:f 和 
将 Fiy 中 由 二 阶 偏 导数 Ded Dag 三 一 一 构成 的 那 -` 列 向 左 平移 
3 了 一 一 1 次 得 


Pir=( 一 1)1 TIF 识 CC—1) Fr=—(—1)*R,; 
将 后 者 代入 (*) 式 


DD) 3 pat 3 Ch 
jm"d 


OEj 人 Et 0 
= 2 (NF D>) 《一 1 有 ye 
QEj<tan Dj<k 人 en 
=0. 证 毕 . 
引 理 2 S 同 定理 6.1,， 玉 是 5 到 8S 具有 二 阶 连续 导数 的 映 . 
照 , 则 存在 E55, 使 有 (于 ) 一 下 
证 用 反 证 法 , 设 对 任意 的 苹 ES5, 玉 ( 卫 ) 关 耻 。 通 过 如 下 一 系 
列 步 又 而 导出 了 矛盾. 
(1) 人 及 (ay XX) 一 了 二 a(t K(X)), — oa< oo. 
当 一 15a 亿 0 时 ， 这 是 连接 牙 及 下 (于 ) 两 点 间 线 段 上 的 一 切 点 的 
和 集合， 此 直线 与 S 的 边界 35; |X| = 工具 有 两 个 交点 , 且 分 别 相应 
于 参 类 4320 及 4 所 一 1, 并 由 二 次 方程 
1=|y(a, FX) | X24a(X, X—K(X)) ta X— K(X 
决定 ， 设 方程 中 两 恨 较 大 者 记 为 sa( 了 )， 则 a( 耻 ) 宇 0， 容 易 看 出 ， 
a(X) 0 当 且 仅 当 | 并 | =T， 解 出 a( 生 ), 由 假 投 推 知 ，a( 瑟 ) 也 有 
二 阶 和 过 纺 导 数 ， 将 sa( 蔷 ) 代 入 (a, 半 ) 之 中 ,得 
WalX), XX)=X-Ha(X) (XK—K(X)) 


是 8S->9S 具有 二 阶 连续 导数 的 上 映照， 
(2) 令 


* GI 。- 


ft, X= ta( X(N-KR(X)), Oil. (6. 2) 
一 0 时 ,了 (0; 四) 二 了 为 已 等 映照 ;二 1 时 ，f(1，X) 一 (a(X)， 
X) 是 8 到 38 的 陕 照 ， 而 0<t<1 时 为 X 至 (a(XY), 了 ) 线 眉 间 
的 喘 照 点 ， 从 而 (1，X) 是 “族人 5S 到 对 了 具有 二 阶 连续 导数 的 
瑞 照 


(3) 令 


oO=| det( se) apm 
其 中 de 外 6 ) 是 1 的 Jacobi 行 列 式 , v。 是 到 中 的 体积 元 素 . 
.9(t) 代 表 昼 的 象 集合 SC = {f(t, 了)} 的 “体积 
网 f(0, 全 ) 一 瑟 为 伍 等 喘 照 , 易 见 aed $e:) ,= 二 从 而 


ff™ 


» (0) -| 1.zp 0 (6. 3) 
为 单位 超 球 8 的 体积 ; 又 71 和) 是 3 到 38 的 映照 ， 从 而 
v(1) 一 0. (6.3)" 


(4) 最 后 我 们 来 导出 矛盾 .因为 %( 缚 显 然 可 微 , 且 


v(t) =| 各 de Tn) Ja 


.重新 使 用 引 理 1 中 的 记号 ,把 二 看 作 是 其 中 的 zo, 并 引用 引 理 1 的 


' = BE 一 一 c QF 
v' (2) {a dy, 3 | Bid 


把 上 式 体积 分 化 为 单位 超 球 面 上 的 积分 ， 把 下 式 中 的 do 认为 是 
单位 超 球 而 上 的 面积 元 。 则 有 


» G2 


v(t) =—5| Fdo, 
了 = 


由 (6.2)， 
Ha(X)(X—K(X)) =0, IZI =1H, 
臣 即 


Sf =0, 一 1 


于 总 ,7 天 0 时 , 玉 ; 在 9S 上 为 零 ,从 而 
v(t)=0, {EDL0, 11. 
或 即 iE50,1j 时 ,2(4) 三 常数 ,这 与 (6. 3)，(6.3) 矛盾， 
证 毕 . 
定理 6.1 的 证 明 由 Weierstrass 定理 ,有 界 闭 集 上 的 连续 阴 
数 可 用 多 项 式 一 致 过 近 ， 即 存在 多 项 式 (了 )， 使 对 | 耻 | 寺 1 一 
致 地 有 


IK(X)— Ka(X)) < (6. 4) 
当 Kn(X) 满 是 (6.4) 时 ,一 般 下 (四) 不 是 到 刁 的 映照 但 容易 
看 出 Km( 玉 ) 是 8 到 58% 的 上 映照, Sm ={X|| [XI<1+2 二 
令 
K(X)=—— Kn(X), 
十] 


则 为 S->5S 的 上 映照， 而且 Km( 了 XX) 在 1 XI 所 1 时 仍 一 致 趋 于 
大 ( 芯 ), 这 是 因为 


ERCX) 一 es (I | 


63 = 


< HU + 二 )= 卫 ， 《6.4)7 
册 引 理 知 存 在 刁 omES， 使 天 泣 加 一 各 吕 ， 我 们 还 不 能 说 Kh 
向 不 动 点 定 中 趋 于 下 的 不 动 点 ,因为 全 "的 极限 -“ 般 不 存在 .但 
国 ! 玉 9011， 玫 必 有 收 化 子 列 于 ”> 久 ES， 则 可 证 明 羡 就 古 
互 的 不 动 点 ， 事实- 
iK(X)— YINIECX)— K(X™0) 
+ KCXEm) — KE CR" 
十 1 一 们 | 
出 于 下 为 连续 陵 昭 ， 市 端 第 一 项 可 任意 小 ， 第 三 项 出 定义 亦 任 党 
小 ， 中 间 汶 由 (6.4)' 可 任意 小 ， 定 理 获 证 . 
推论 ” 设 避 与 5 同 明了， 玉 是 全 到 名 的 注 续 映照 ， 则 存在 
XEN, 个 K(X)= 庆 . 
证 ” 没 慎 胚 峡 照 为 f， 考虑 5 一 5 的 连续 映照 了 7'KJ 计 应 用 
定理 6,1, 立 即 可 得 ， 


6.2 Schauder 不 动 点 定理 

为 要 说 明 本 定理 ， 先 引进 几 个 有 关 概 念 ， 

定义 6.1 线性 空间 的 集合 8, 若 对 任意 的 ,了 ES， 必 致 点 
ti 和 (TI 一 上 ES，0 委 ! 委 1, 则 称 六 为 凸 集 . 


可 以 证 明 , 当 人 3 为止 集 时 , 若 和 ;E5，t 关 0， 这 三 4 则 


z 一】 
位 


DXiES. 


i—1 


设 B 是 线性 空间 中 的 集合 ， 那 么 一 切 包 含 B 的 凸 集 中 的 最 小 


人 D 车 次 在 集合 4 到 互 上 区 双方 草民 运 续 冉 照 了 , 使 4 映 为 BB， 秋 4 与 瑟 同 是 
而 了 称 为 4 六 B 的 同 呈 映照. 


* 4 .， 


是 集 称 为 旦 的 凸 包 , 记 为 天 (了 3) 
可 以 证 明 ,B 的 凸 包 为 集合 


{aXe XEB, ti>0, D14—1}. (6.5) 
了 一 工 


定义 6.2 设 纺 为 度量 空间 五 中 的 子 集 ， 若 全 中 任 一 无 穷 售 
都 存在 (于 中) 收敛 的 子 列 , 则 称 5 为 致密 集 ， 若 8 中 任 一 无 穷 
集 都 存在 在 & 中 收敛 的 子 列 , 则 称 S 为 紧 集 ， 

可 见 , 紧 集 就 是 致密 的 闲 集 . 

由 定义 容易 验证 , 2 中 的 单位 超 球 | 互 |j 委 1 是 西 集 且 为 用 集 . 
由 于 名。 中 的 有 界 集 与 至 密集 等 价 , 从 而 Xi 二 1 是 凸 紧 集 . 

定义 6.3 设 妃 为 度 景 空间 ，4CR， 若 对 固定 的 es>0 存在 


{6g} 己 44 使 LN,(zo0) 二 4 则 称 iz…， zo} 为 4 的 一 个 有 


限 8 网 ， 其 中 入,(w;) 表 示 以 zi 为 心 e 为 半径 的 邻 域 ， 这 就 是 说 
对 e 汪 0，4 能 被 有 限 个 开 * 邻 域 纽 材 益 ， 或 者 说 ,给 定 8 汪 0， 太 
一 组 i,…, zs} C4, 使 对 任何 xzE4, 必 存在 (可 能 不 由 一 个 )z;, 个 
jz 一 z;" <, 如 果 对 任何 < 汪 0, 4 存在 有 限 。 网 ， 则 称 4 为 完全 态 
界 的 ， 

由 泛 函 分 析 @ 知 道 ,车 五 为 度量 空间 , S 为 致密 集 ， 则 5 必 完 
全 有 界 ; 反之 ， 当 已 为 Banach 空间 上 时， 完全 有 界 则 态 必 为 致 
密集 

以 下 我 们 试图 把 欧 氏 空间 中 的 Brouwer 不 动 点 定理 推广 
到 线性 赋 范 空间 中 去 ， 虫 前 所 述 ， 配 中 的 单位 超 球 h 卫 1<<1 是 凸 
的 有 界 闭 集 ， 而 吾 , 中 有 界 闲 集 在 线性 赋 范 空间 中 可 推广 为 紧 秒 . 


全 例如 参看 夏 遵 行 守 纺 < 实 变 孙 数 与 5 汽 晴 分 析 > 下 册 ， 高 等 教育 出 版 社 , 1975 
第 一 -版 ， 1985 年 第 一 版 . 


好 
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内 此 在 线性 赋 范 空间 中 把 定理 6.1 的 83 换 为 凸 紧 集 就 是 很 自然 
的 末了. 

定理 6.2(Schauder) 设 S 为 线性 块 范 空间 召 中 的 凸 紧 集 ， 
玉 是 到 仿 的 迷 续 映照 , 则 罕 少 有 一 点 入 ES, 使 玉 (下) 二 蔗 . 

证 ”证明 的 思想 是 这 样 ; 先 找 出 一 串 连 续 映 照 五 。 来 逼近 天 ， 

酒 五， 请 是 类 似 于 Brouwer 人 然后 从 五 。 的 

不 动 点 出 发 找 出 下 的 不 动 点 . 

首先 作出 连续 映 茹 到;, 使 之 有 不 动 点 . 


由 于 万 致密 从 而 必 完 全 有 和 界 ， 所 以 对 任意 的 二 , 必 存 在 {1， 
下 迄 记 作成 为 S 的- -网 .又 (SCS, 改 对 这 个 二 网 中 任意 

的 瑟 存在 匡 ;( (如 不 汗 一 个 ,就 任 了 到 一 个 ) 使 
: KX) — Xl (6, 6) 


i a Nm ~ a 
By) 工 = Bytes| XE8, ti>0, D411}. 
出 个 的 了 凸 性 知 SnCTCNS, 对 入 党 的 入 = DRESa, 作 有 瞻 照 K,: 
i=1 


对 x 
K(X)= > ;0 一 了 > C6.7) 
i—1 i=l 


最 后 一 等 式 是 由 前 一 等 式 按 蔷 ;,,…, 下 x 的 次 序 重 排 ， 因 为 在 前 一 
等 式 中 六 yj) 可 能 出 现 不 止 一 次 ( 即 不 同 的 下,， 右 能 得 到 相间 的 
下 ;0 例如 站 ;0) 二 下 ia 二 匡 jo3) 二 人 芝 !)， 故 后 一 等 式 中 茶 些 卫 ;前 


加 一般, 六 一 六 ()， 为 简化 记号 ,当头 固定 对 , 附 标 Nt 了 略 挟 ar 下 同 )， 
66° 


的 系数 可 能 町 恒 复出 现 的 式 roo 而 竺 到 合并 同类 项 的 系数 , 而 革 些 
天 ; 前 的 系数 可 能 为 零 . 洁 于 呐 照 五 . 有 如 下 性 质 : 
1” 丰 ,是 Sw 到 S; 的 映照 . 


BH 
记 Bs 中 的 单纯 形 Bw= T= (te tr) |is0， 34s=11， 
i=1 


显然 , 当下, 把 Sw 有 睦 为 Sw 时， 相当 于 Sy 中 的 点 T= (t,…, ty) 
上 映 为 By 中 的 点 下 一人 ix、 面 且 由 前 面议 论 可 知 : tit 或 者 
为 零 , 或 者 为 合并 同类 项 的 系数 ， 
2 RR 
3” 是 Sy 到 Sy 的 过 绪 决 照 . 
只 须 证 明 Kw 是 Ss 到 3% 的 连续 映照 就 可 以 了 ， 设 T= 
{85000 ) 映 为 T= 二 (E28),j 二 1,2， 当 47 一 7 一 


N 


9 一 1 信 ] >0 时 有 2>t 加 i 二 1,…, NW. 由 1° 知 ,对 每 个 六 


一 直 


或 者 i 一 t=0, 或 者 是 按 同 一 方式 所 得 合并 同类 项 的 系数 ， 但 
不 论 是 哪 种 情况 , 由 于 姑妈 所 以 总 有 芭 >t 从 面 


加 
[TZ = Tit->0. 
i—1 


4 KK, 在 XES 上 一 致 近 近 映照 太 ， 
由 于 互 为 紫 集 ，3 上 的 连续 映照 必然 一 致 连续 ， 即 对 >>0， 
存在 (Ce)>0, 使 妆 瑟 2ES | 王 一 玉 中 一 6(Ce 时， 
R(X ~ K(X <。 


对 于 6(e)>>0， 存 在 N:>0， 当 n> 时 有 ， 二 <6(e)， 由 二 全 
完全 有 界 , 故 对 大 于 W, 的 nn 及 任意 的 了 ES, 可 找到 瑟 ,ES， 使 
HX—Xi < 6Ce). 


a F777 +" 


总 之 对 于 e>0 存在 Wi,>0， 使 当 na> Ni 及 和 ES 工 一 Xi 了 
时， 用 活 
IK(CX)—K(X)! <e， (6. 8) 
但 
[K(X)— K(X)|EIK(E) — K(X +EK(ER,) 
— KE.(XONTIEK CX) — K(X), 
. (6. 9) 
又 因 下; 也 是 连续 映照 ,同样 存在 wa>0 可 使 得 z> Na，ES 时 
有 
KX) — KX) <e. C6. 10) 
图 2 及 (6,6), 存 在 入 ;之 0, 当 2 和 Ns 上 陡 , (6. 9) 中间 一 项 


KCE,)—EK, (CX.,) | 一 K(X,) 一 Xi < <e. 


取 和 N=max(Ni, N,N3), 则 (6.9) 当 n>>N, 下 ES 时 ， 
|E,.CX)-—E(X)|<3e. 《6. 11) 
这 就 得 到 了 4"， 
其 次 ,W 维 单 级 这 语 n 与 六 给 站 位 超 球 同 胚 , 由 定理 6,1 推论 
知 , 存在 开 人 ESxCS, 使 
K(X™)=X". 
最 后 由 下, 的 不 动 点 找 出 下 的 不 动 点 . 因 沪 为 紧 集 , 在 {和} 
中 必 有 子 列 芳 “*-> 久 ES, 则 禄 即 为 玉 的 不 动 点 ， 实 际 上 , 因 
KCX)— 人 XI ECR)— KOXP TEI)) 
一 下 (区 ta) 有 -| 
当 zx 充分 大 时 , 右 纺 一、 三 项 三 然 均 小 于 8; 文 由 (6.11), 中间 一 项 
小 于 32, 从 而 
IE(CR)—X|<Se, 
由 的 任意 性 ,得 知 K(X) 二 XX. 证 毕 ， 
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注 ”本 定理 的 证明 中 并 不 要 求 且 沈 备 

在 应 用 中 比较 汉 便 适用 的 十 如 下 的 定理 ; 

定理 6. 3(Schauder) 仿 是 Banach 空间 五 由 的 闭 山 集 ， 玉 
是 5S 到 态 的 连续 映照 而 且 下 (8) 数 密 , 则 至 少 存在 一 点 六 ES， 使 
K(X)== 磊 。 

证 本 定理 的 证 明 需 要 如 下 命题 : 设 五 为 Banach 空间 , 4 为 
中 的 臻 密集, 则 4 的 上 三 包 胃 (4) 也 为 致密 集 @, 

记 4 二 KK(S), 邦 KC5)C8; 因 尽 山 , 故 有 (C4)CS。 又 国 心 闭 ， 
(A) C5. 而 且 天 (2 )CKCGS) 二 ACh(A)CRCA). 从 而 及 是 
山 紧 代 有 (4) 到 名 ( 久 的 连续 映照 , 由 定理 6.2 存在 着 XERCA) 己 
信使 (了 ) = 二 .证 比 ， 


6.3 Schauder 不 动 点 定理 的 应 用 
我 们 考虑 形 如 
gD) A Kz yy, Pdy 0 
的 祝 分 方程 ，&, 5 有 限 或 无 限 ， 当 a,5 有 限时 ,不 类 一 般 性 ,可 今 
4 一 0 一 工 
定理 8.4 在 积分 方程 
2(2)—4| Kl, py, PY)) y= 0 (6. 12) 
中 , 度 天 (2 力 在 0 和 2 31 上 连续 ， 从 |K(z,9)| 志 C0. 设 3= 
ig|pELs[L0,1], lela )， 当 gES 时 


AC A LS 


中 见 夏 道行 等 编 实 变 函 数 和 泛 函 分 析 >( 第 二 版 ), 高 等 教育 出 版 社 . 1985 年 ,下 
册 p,p. 117 一 119, 


4 69 4。 


而 且 对 于 e>0， 存在 6{e)>0, 使 当 1， YED， tpi— Pel <o(ey 
时 ， 
J, 9 py ps)) Hay <e, 

那么 当 | 刘 | < 下 /BC 时 ,方程 (6. 12) 于 台中 至 少 有 一 解 . 

证 显然 38 是 闲 凸 集 ,把 (6. 12) 写 成 算 子 形式 

p=AkKp=Ty. 

首先 ,了 是 S 到 的 映照 ， 因 为 |p1 志 WM 时， 

rp SI KG) {YCy, v9) {dy 1410:B<AM. 
从 而 

上 oo < aM. (6. 13) 

其 次 ,他 是 连续 上 映照 . 因为 对 e 半 0， 存在 50>>0, 使 当 pi; asS4， 

Jo 一 me 人 < 时 


-rl AL 
| 了 PP 一 了 9 | A IB, 1 —Yy, py)) ay 
0 


lial.0.e, 
从而 
上: 一 人 ez 和 141Ce， (6. 14) 
最 后 证 TT(3S) 致 密 ， 因 对 任意 的 mpSS, 由 前 知 ， 
17P(z) 1 < 《6, 15) 


利用 天 (2, 纪 的 一 至 连续 性 , 知 存在 9>0, 使 


jzg(zD —Tp (za IIAIB | Kz) — (ro Y) | dy 
<iAlBe. {6.16 
以 上 说 明了 C05) 一 黎 有 办 旦 党 庭 连 续 根据 Arzela 定理 他 ， 


他 ” 见 夏 道行 贸 < 实 变 阔 数 与 泛 匈 分 析 >( 第 二 版 )， 高 竺 教育 出 版 社 , 1985 年 , 下 册 - 
Pp: P. 104 一 105， 


® 7 和。 


{Z2(2)) 必 有 一 致 收敛 的 子 序列 (当然 平均 收敛 更 无 问题 )， 从 而 
7T4) 狼 密 ， 轩 定理 6. 3 便 得 结论 . 
推论 对 天 (>, 幻 的 假设 同上 定理 , 设 对 于 0 和 1 及 一 切 
yw(y, t) |B, 
而 里 对 于 e 沁 0, 丰 在 6>0, 使 当 po p23, 上 pi 一 yp2| < 时 ， 


| (pC9)) p(y, p29)) dy<e, 
则 当 | 店 </BC 时 ,方程 (6. 12) 于 5 中 至 少 有 一 解 . 
例 1 讨论 方程 
p(%) | 


1 水 四 站 3 


sen 
的 可 解 性 ， 
设 S8={pjpsLs[0,1]，1gl 志 1}， 易 见 
K(z9) 2 +y 2(=0), 


by, PY)) = 1(=:B). 


1 
工 二 | 和 (2 
对 十 e220, 了 取 0 三 &, 则 当 Pi PaE NT, Ig — wz | <6 财 ， 
-1 1 1 1 | 1 
ee 
| er A [pa — Ip | ay 
委 j| 2: 一 2 村 < 


1 1 a 
从 而 当 141 < 一 去 时 ,方程 至 少 有 一 解 


例 2 wt{2) 一 全 | sinzg’(y) dy=0. 
Ty 


前 面 的 定理 保证 至 少 有 一 解 ,不 过 pi 二 0 及 gs== sinz 皆 为 解 ， 
说 明 方程 的 解 并 不 唯一 . 
下 面 我 们 保持 定理 6.4 中 关于 V(，2(g ) 的 假设 而 将 
下 (zx,9) 推 广 到 属 十 上 的 类 中 ， 
定理 6.5 对 节 ( 思 2p(9) 的 假定 同 定理 6.4， 但 设 五 (zy 纺 E 
» F711 。 


工 :0, 1], 组 
I [K(x, 9) drdy <0<+o0, 
则 当 |4 过 型 /BC 时 ,方程 (6.12) 于 中 至 少 有 一 解 ， 
证 可 以 象 定 霸 6.4 证 明 那 样 ,并 剩 用 Schwarz 不 壕 式 可 以 
逐 字 逐 名 重复 证 明 : TT 龙 S 到 5 的 连续 映照 , 且 .T(5) 是 一 致 有 轩 
的 .但 不 能 证 明了 下 (S) 的 等 度 连 续 性 (6. 16), 关键 读 下 (zx, 让) 未 必 
连续 , 十 是 T(S) 的 致密 性 得 不 到 ， 现 转 而 准 虑 构造 一 帅 芒 到 仿 的 
连续 映照 T,, 使 (8) 致 密 , 旧 7 关 江 季 和 及 一致 半 近 了 , 然后 从 
T,(5) 的 致密 性 得 出 了 (5) 和 的 致密 性 . 
首先 因 [0，1J 是 CI0， 王 的 完备 化 空间 ， 对 本 下 (7z， 细 和 
Lz[L0;1], 必 存在 天 (2 的 三 OLD， 1 ， 皇 一 1 2 
使 
in| | Es, 0)— Ka) lardy=0. 
设 
| (E(x day Oi | co， 
a 
则 在 Ls[50, 1] 范 数 音 义 下 ， 
RE, Cr, 的 一 至 人 部) 
FIK(r, WI<1+O,, 当 n>N, 
(天 已， 当 z 委 六 
取 C0 一 max(1-FCj,DD), 则 右 
[KE(r, DC, K(x, DEC. 
其 次 令 


Tap=2| Kot YY, py)) dy 


因 K(xz,y)ECL0,1], 根据 定理 6,4 之 还 明 可 知 T， 是 5S 到 六 的 连 
P72 4 


续 喘 照 且 了 (SS) 致 密 ，、 而 且 此 时 2 关于 9pE8 在 五 中 一 致 逼近 
人 ,这 是 因为 SS 时 ,对 充分 大 的 
1 一 全 的 


TN so pep 


< 五， (| 1 下 (28) — Kt, Y) Lidxay <e. (6,17) 

最 后 利用 对 角 线 法 证 T(5) 之 致密 性 . 因为 当 {gpr}&E8 时 
{TqatCT(5)., 由 于 了 (5) 将 密 , 必 存在 fpswD}C{fpr) 使 全 po， 
为 Cauchy 序列 ; 又 了 了.(5) 致 密 , 必 存 在 {pn} 己 {prt0) ,使 Tygnc2)， 
(二 12 为 Cauchy 序列 ， 如 此 竹 等 .一 般 地 ，Tm(5) 致 密 必 有 
{paom}CC tontr1 使 了 pn， (二 12 90 为 Cauchy 序 列 . 
最 后 , 我们 挑选 序列 {pn"} ,对 于 任何 =1,2,…， 它 除了 可 能 前 
面 个 有 限 项 人 外， 是 {paw} 的 子 序列 ， 对 于 一 切 和 一 1,2, 
Togpn) 是 Cauchy 序列 . 现 证 Tpsm 为 Cauchy 说 列 ,事实 上 

Tp 一 人 pe SET Pp, em， 

一 全 Pa | 二 人) —Tepm mt Te pn —T pmoml, 

由 (C6.17), 在 在 充分 大 的 加 使 右 端 第 一 、 三 两 项 充分 小 ， 男 定 克 
因 pn) 为 Ti 的 Cauchy 序列 , 于是， 当 2 ，mc> 交 了 时， 中 
间 一 项 亦 可 任意 小 ， 故 了 (s) 致 密 ， 由 定理 6. 3 本 内 理 得 证 . 

对 于 区 间 Le， 妇 有 一 个 或 两 个 端点 为 无 穷 时 ， 我 们 有 如 下 推 
广 。 例 如 考虑 4= 一 c2，2= 十 co 的 情况 (其 余 情况 本 质 不 变 ). 

定理 6.6 在 方程 


p(z) 一 和 Klzs ly, p(y)) dy 0 (6. 18) 
中 , 设 让 {x 98)ELi[ 一 50, 十 0c0j]: 
| 是 IK(z,9) drdy <0<+ 0, 


so Fs， 


记 往 = {plipEL[—00, 十 co] ps 开放 设 当 ES 时 
| ss(D) 1 一 Be 
又 对 于 任何 e>0， 存在 6(s)>0, 使 当 pi, paES, pi 一 pz1<5(e) 
时， 
| Jp mi (0) 一 5 ma 人 go)12dy<e 


则 当 141 < 站 时 ,方程 (6. 18) 在 3 中 至 少 有 一 解 , 


证 今 
es 外 Kl, Py, pF) ay, 


逐 字 逐 句 重复 定理 6.4 证 盟 中 (6.13) 至 (6, 14) 的 步 又 ， 得 出 人 是 
发 和 到 自身 的 连续 册 照 ,为 证 明了 (3S) 的 致 效 性 ， 与 定理 6.5 的 方法 
类 似 , 找 出 运 近 于 人 的 连续 映照 7,， 为 此 令 


K(%,! 一 让 人 必 ,六 人 和 
Kx) =) (2, 人， ee » 
0， 合 则 . 


作 映 昭 
Tp=4| Klas Py, PN)) dy 
= 对 EKG) bly, (9)) dy. 
作为 空间 [一 ,2], 最 然 (z,8), 风 (y，P( 引 ) 洪 中 定理 6.5 的 
要 求 ， 于 是 g。 是 8 到 的 连续 陕 照 , 且 了 (8) 致 密 ,这 时 了 关于 
YEA 在 L, 中 一 致 地 追 近 映照 了 ， 这 是 因为 当 PED, ?> co 时 ， 
2729 一 至 到 | 
SB (Ee -Rg dray 
-aa -PP ep 


如 
一 先 - 


T+ 


(关于 PE8 一 致 ) 

然后 如 同上 定理 那样 证 明 , 利用 对 角 线 法 ， 由 了 ,(5) 之 致密 性 ,时 
出 TT(5) 的 致密 性 ,最 后 利用 定理 6.3 得 到 本 定理 的 结论 . 

由 定理 6.5 及 6. 6， 我 们 可 以 引出 一 个 判断 集合 致密 性 的 
方法 . 

定理 6.7 没 5 是 度量 空间 XX 中 的 集合 , 了 是 线性 赋 范 空间 ， 
T,(n 二 1,2,…), 了 了 是 于 到 了 的 映照 ,车 {T,(s)} 致密 ， 且 当 p58 
时 了 sp 关于 一 致 地 按 了 的 范 数 收敛 于 Tq, 则 TS5 为 致密 集 . 

证 骨 已 含 于 定理 6.5 的 证 明之 中 , 我 们 注意 ,人 Ps，T 都 不 必 是 
线性 映照. 


第 一 章 习 题 
1 将 下 列 微分 方程 化 为 积分 方程 
(1) ya ry (tH ary (rT) =r), 
yO0)—yo Y' (0) =y1s 
其 中 改 (人 oasgzyy fo 在 10,1 上 连续 ; 
(2) p'' (eH AL(x, p(T =f (a), 
pl0)=p(i)=0, 
其 中 工 (x,) 在 0 过 7 达 1 及 了 的 变 成 内 为 连续 国 数 , Fo) 在 [0,1T 连 续 . 
2， 研 究 方 程 
pn Kr,y, p(yNay=f (a). 
Gy pb 有 限 或 无 限 ， flwyELalas 5]. 设 Kiz, 纪 满足 
(Kc,y, a 大 aol 01) 
且 对 任意 的 z1,?2 有 ead 
|K(2,y,%1) 一 下 (zy %2) | Nr, EA 
并 由 


[FE INce, Dray ) Tu<to, 


人 
1 过 7 之 十 co， 六 十 二 一 试 证 当 j4 .< 时 原 方 程 广 上 LzL9，51 中 有 这 . 


RB 


4 


…- 解 . 
提示 利用 Banach 不 动 点 定理 . 
3， 在 上 题 疝 样 假设 下 ,但 全 改 为 


Pixe, Ys pa ,SP 
证 明 方 程 
pe) ~4| Kz, y, pay= fr) 


对 任何 4 在 Ls[4, 丰 中 有 险 一 解 . 
4 说 明 方程 
v0)—) ye rp) dy=0, 0<<z<1 
满足 解 的 存在 唯一 性 条 件 ,证明 pz) 一 ez! 满足 以 上 方程 ， 但 | 。 92 (zldz 
并 不 存在 . 
5， 用 逐次 带 近 法 解 以 下 积分 方程 , 并 写 出 预 解 核 . 
人 >》 pw(z)— i PD, 


(2) p(z)+ A be tpty dy x, 
(3) p(w)—A [zerp (yidy~ tr), 
(4) 9 (2)—4| er -np ydy 二 f(z) {是 常数 ). 
6. 车 上) EG,D Jdye Micros, 
下 [K(x, 9) |2dy < Mi oo, j. [KCz,¥) dr < MILT 


证 明 预 解 核 满足 以 下 方程 (a,5 为 有 限 数 ) 
{1) RB(z,y; 加) 一 县 (zy gy; 1) 
= (4 一 站 | Re, z; 1) BR(z,y; A)dz; 


2h{r,#; A) 


0 


一 | RGz, 2) A RCz, gs A)dz. ; 


FE 


7 了。 解 退 化 核 方程 

{1) (四 一 ez 十 有 Py) dy, 
{2) ¢(x)=er+1 | 2ererg (y) dy, 
(3) 六 (一角 | 9 ey 


(4) plo A) (z+ p(y) y=f(s). 
8. 解 Y-Il 方程 


(1) (x) -- 2| eos(z—) p(y=e’, 


-0 


(2) v0) | 1+2 Jody =zt+ ly 


(8) plo)—A| on bpy f(s). 
其 中 a(x) ,bim) 站 (在 10, 7 上演 续 ,az) 天 0. 

9.。 由 Yolterra 算 子 的 西 个 核 
末 :(zy3)》 


KL(2, ¥) =- K, (2, 9) AAC 


{rye (并 一 了 7 
作 积 算 子 ， 证 阴 疡 中 Volterra 算 了 下 求 出 它 的 核 . 假设 互 ;(z， 妨 在 0<z 
gl 连续 人 一 1 2),H 0<a,O 一 1， 

10、 设 吾 (z, 妇 在 GSxyys5l 连续 ,证 明 

si Hr, Din(r—p nay=f (a) 

对 任何 4 及 f(x)sC50, 打 在 10,1 内 有 除 一 解 ，. 

11， 证 明 上 方程 

po)—A| (et) sing (ndy—0 

在 |41 休 的 适当 限 草 下 在 工 z[0,1] 内 有 解 

12， 证 了 明 方 程 

P(X)— 2 人 Fe i e-iviniay=—0 


在 | 庆 值 的 适当 限制 下 在 [一 20; 十 co] 内 有 解 。 


® FF a 


第 二 章 
连续 核 . Fredholm 工 具 


上 一 章 中 ， 我 们 讨论 了 解 的 存在 唯一 人 竹 定 理 .， 了解 得 比较 充 : 
分 的 还 是 线性 的 第 二 种 方程 ， 对 于 线性 V-II 方程 对 任何 4 解决 
了 这 一 问题 ， 并 县 把 解 用 蔬 解 核 表 出 ( 见 上 一 章 (2. 38))}. 但 对 线 
性 FF-II 方程 ， 虽然 Fredholm 择 一 性 定理 解决 了 解 的 存在 唯一 
性 ， 但 方程 的 解 用 预 解 楼 来 表示 仅仅 只 在 14 充分 小 时 才 能 做 到 
( 见 上 章 (2. 20))， 本 章 讨论 线性 F-II 方程 的 核 为 违 续 时 , 将 证 遇 
预 解 楼 臣 和 4 关于 有 限 复 平面 上 的 亚 纯 函数 ， 并 指出 预 解 核 的 具体 
求法 , 从 而 在 更 大 范围 内 能 把 方程 的 解 写 出 来 . 即使 解 写 不 出 比较 
具体 的 形式 , 我 们 还 可 讨论 特征 值 的 存在 问题 及 其 特性 . 


31 Fredholm 行 列 式 及 其 一 阶 子 式 


我 们 考虑 方程 
po) A KC, WD pW dy= Fe)， C1.1) 


当 积 分 区 间 为 [a,8j,4, 8 有限 时， 总 可 以 化 为 上 述 形 式 讨论 ， 设 
天 (zi 8 在 0 和 zy<1 上 及 Flz) 在 0 和 xz 和 1 上 连续 ， 若 (1,1) 有 解 
则 解 必定 连续 ， 现 假设 (1. 1) 有 和 解 。 利 用 Riemann 积分 定义 ， 将 
(1. 1 近似 离散 化 为 代数 方程 


oD (#3)=i(3) i—1,2,.,n. (1.2) 


我 们 期 望 从 (1. 2 的 解 当 2>c 时 得 出 (1. 1) 的 解 ， 为 此 , 记 (1. 2》 
dd 7¥ + 


系数 行列 式 为 


1 人 AK(D 1 一 元 天 (二 ， 三 一 和 KR( 三 ) 

1 nn 兹 1% 2 及 人 ”我 
Ag(21) 1Ag(2,2)..-2x(2,2)|, 

D1(4) = 避 视角 甩 Nm 加 1 nn 


和 业 自 恒 和 


-248( 1) -42g(a, 2)1-2F(D, i 
办 R 4 呢 i nn 中 怒 名 


《1. 3) 
夯 (4) 的 第 了 列 ,7 行 元 素 的 代数 余子 式 记 为 DJ 和, 设 忆 (5) 
天 0, 由 Cramer 法 则 


on) EDD) i=bes 1 
-要 想 论证 ?一 ce 时 (1.4) 的 极限 就 是 (1. 1 的 解 , 必须 考 虚 D,()， 
Do 4) 当 2>co 肝 的 极限 . 


1,1 DD,(A) 及 其 极限 
由 (1.3) 看 出 Do( 轨 是 4 的 2 次 多 项 式 , 即 


DW- TS at" 一 1). (1.5) 
设 3 为 行列 式 D,( 妨 对 第 让 列 关于 4 阔 导 的 算 子 ， 由 行列 式 求 导 
法 则 知 


sd* 
0 = 


D,(4) | 4=0 一 (gl 二 二 全 ,)*D, CA) Ac0 


6! Na 
-= 2 nD, (deo 


a 1 十 一 各 半 一 皮 


注意 到 (1. 3), D,(?) 中 每 个 元 素 是 关于 4 的 一 次 多 项 武 ,二 次 以 上 
:区 导 数 为 零 , 于 足 


ag — > kl94...04:D, (D1, 
人 二 让 一 上 
启 i 世 介 张 1 


= > E19;,9;."""94, Da (4) | ,=0» 


[irirc’ 
其 中 [Jj 表示 从 红 ,…， 外 仔 意 取出 天 个 数 的 一 种 组 合 ， 府 
上 式 中 的 过 表示 对 这 种 一 场 吕 能 的 组 合 求 得 ， 兴 Crx 项 ， 如 果 记 
(3 为 从 1 让 中 任意 取出 天 个 数 的 一 种 排列 ， 则 可 以 
写 


人 ye DDN (1. 6) 


pa | 
CFB 


布 边 和 式 中 其 4 项 . 我 个 为 了 求人 48) 利 式 中 的 代 支 项 
iD | 1=0, 不 妨 假 设 tI—1, ta 2 i 二 色 ， 以 人 鲁 从 中 
找到 规律 . 
91'"g Da(d) | i=0 


一 二 KK( 广 ， 1 | 生生 网 5) 0 -...0 
名 RnR 乱 n \R 四 
(全 | 0 .0 
入 nn” 和 nn | 
a ph 
KC Ll 1 KE 站 1 0 
nn 如 ”多 n nn | 
qreeeeenaaawsaap dorrnnerreomrrias i 
一 证 忆 (于 1 一 万 K( 生 ,和 0 1 | 
四 多 ”如 1” 
a x( x 
及 ”入 nn 


serpserer 


$0 。 


2 4 bt, 1 
2 后 )-…K( 晤 ， ts 
2 2 % 2% 
| 321 全 让 K(, 入) 


ao”™” =D,(0)=1. 
当 有 > 时 ,为 了 得 ad 的 简明 去 达 式 现 引进 记号 
,Kr TD) K (rt Tr) 


Ti a 二 | 
x( " a | 和 四 四 和 [ 
ls TE ! 


E(xpy ti) KE (py Te) 


(C44 


当 k=0 时 ， 由 (1. 3) 


。 (1. 8) 


于 (1.7) 


: 1 | 
C19 Re a Rt 
2 pe K(S ， +) 
泊 2->00 时 ,由 及 iemann 积分 定义 上 式 趋 于 
并 "1 
一 | K(xi, ri)Qr, 一 一 | x( “jz 
0 “0 TI 


相 (1.7)， 


(hy 
We 


(a (全 全 ) 
1 \n nn Rh Nn 
(iui 了 KK( 茸 ， ?1 车 ) & K( 全) 
及 ”多 
-| 
$1=) is=} ne K(2 2» ,车 ) K( 尘 ) 
于 各 锭 


《注意 到 如 一 和 时 , 和 式 中 出 现 的 行列 式 为 零 )， 当 wn 一 co 时 ,上 式 
趋 于 二 重 积分 


" S81 了 


人 | 天 KE aadzs. 
下 wi1y wa 
类 似 于 以 上 的 推理 过 程 ,一 般 地 可 得 
gi ->(— Dj) x( dy ja (n—>00) 


由 ag 的 极限 启发 ,我 们 如 下 来 定义 Du.(4) 所 可 能 趋 于 的 极限 是 
合理 的 . 


定义 1.1 令 
pW = TS et, (1.9) 
k=0 
其 中 co =1, 而 1 时 
| 这 和 和 
ce 一 | | ee ee ee dy,, (1. 10) 


D{4) 称 为 方程 (1. 1) 的 Fredheim 行列 式 或 称 Fredhoim 分 母 . 
定理 1.1 2D(04) 为 4 的 整 因 数 . 
证 首先 要 用 到 行列 式 估 值 的 豆 adamard 不 得 式 ; 设 4 二 (4;)) 
是 RXxR 的 ( 复 ) 秆 陈 , 则 
FF OD 


era <( I Ee 和 Cl 
当 1os| 声 L 时 , 则 由 上 式 得 
ldetA| <n? Mr". (1. 12) 


由 于 天 (z 妥 在 0x,Y 所 1 连续 , 设 
IK(z,¥)| SM, 


中 证 明 见 FF . 歼 菊 车 < 泛 国 分 折 讲 义 ? 第 一 卷 , 科 学 出 版 江 , 1933。。，p40。 
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和 


九 出 人 1. 12) 得 

[x (ee) ta (1.13) 
| Ti RE 

于 是 (1, 9) 的 一 般 项 
C— 1 [4 Sy 
而 “|< 了 


由 也 Alembert 判别 法 知 ， 以 上 式 右 端 为 通 项 的 级 数 当 4 为 任何 
值 时 收效 ， 从 而 (1.9) 对 任何 4 收 伍 ， 因 此 D(XW) 为 整 函 数 , 证 毕 . 
注 因为 D(0)==1 关 0, 从 而 了 (4 去 0, 因此 D(2) 在 全 平面 二 
至 多 有 可 列 个 零点 {dij, 且 只 能 以 ee 为 豪 点 ， 为 了 今后 过 论 方便 ， 
恒 可 认为 按 14:| 不 减 的 次 序 排列 
: ENESENL SE 
其 中 重 和 零点 有 几 重 就 重复 号 几 次 。 以 下 不 再 声明 ， 
1.2 Fredholm 一 阶 子 式 
在 讨论 DB,(i, 兴 力 的 极限 时 ,区 分 = 二 7 了 及 i 二 7 的 情形 ,首先 
可 这 证 明 Di.(i, 3 和 是 D,-1( 力 型 的 行列 式 , 县 
limD,(i, ;DD =limD,-1(4)=D(), (1.14» 
不 妨 考 恋 D,(1, 1; 41). ee 
2 2 pl 2 
pA 人 
Da(l1, 1;4)= 
1 和 儿 2 


人 (2 ) 
各 ”从 入 ”入 ?te 


是 D1( 力 型 行列 式 ,与 Ds 人力 不 同 处 在 于 把 (1. 1) 写 为 Riemann 
分 时 , 前 者 取 分 点 


1 2 
0， wn nm’ ete 元 = 


4 £3 « 


后 者 取 分 点 
ek oe 
RR 中 
此 时 不 同 的 分 点 的 Riemann 和 既 不 影响 可 积 性 又 不 影响 积分 什 ， 
只 时 我 们 逐 字 逐 人 句 地 重复 ,就 可 知 


2 ; s -1 
af- 二 7 ~ 去 (时 ， 号 )> 一 | K(xi, tAaxr. 
PW | nn 也 0 


一 般 地 亦 有 


1 ja 
ap- 一 (一 01 x( eh 
“0 .0 Ws" TE) 


从 而 (1.14) 记 站 .总 i7 中 时 Dalis 诱 攻 能 提出 公 因子 三 ， 为 了 得 
到 (1. 1) 解 的 表达 式 ,将 (1. 外 改写 为 
i\_D,(i, i;4) 
BD 2 《二 


了 
因 已 假设 (1. 1) 解 存在 ,可 以 设想 当 w->co 时 上 式 成 为 
p10 + DD .15) 
(当然 设 DC 关 0), 其 中 D(z, 多; 力 为 某 肖 数 。 现 在 来 看 D(z 站 
完 竟 是 怎样 的 函数 才能 使 (1. 15) 确 是 原 方程 的 解 ， 暂 设 (1. 15) 成 
立 ,将 它 代 回 (1. D) 并 利用 fg) 的 任意 性 得 
Day HD =D KCz, +a KCz, 2) Day; Daz (1.16) 


设 
DD = Dery, WA, aly 
n=0 


s B44 * 


| 


网 


将 (1,17), 人, 9) 形式 地 代入 (1. 16) (者 级 数 (1.7)? 当 zxE5[0, 1 一 玫 
站 化 ,岂可 逐 项 积分 , 一男 推 证 均 为 有 效 ) ,得 


n=0 nt 


dp CD)" 
RD gn 


AT 《一 4 
2A), Ks, 0 on, Das) To 


令 4-=0 有 cofz, 切 一 0, 且 
cui 及 一 一 (9 十 D[e 天 (oz 的 十 | KCs, on(z, 9)d2]. 
(1. 18) 
现 从 (1. 18) 出 发 感 落 导出 cnt1(x, 四 的 显 央 达 式 ， 
网 Co—=1,co(7,Y) 0, 出. 18) 
cz 的 一 一 下 (zy Y), (1.19) 
将 (1.10) 及 (1 19) 代 入 (1.18) 得 


"1 “1 1 
calzs 0) =—2 大 (mp 区 | Kz)de | 天 (可 天 (zs 9)dz| 


和 
es 
= x( je 
0 Yl 
假设 
"1 el yy 
cn(z, 9) =—n| …| x(* 2 站 dl Tn (R22 1) 
“0 9 ONY, Ty ey Xp-l 
(1. 20) 


考 虚 如 下 行列 式 按 第 -一行 展 天 
局 Cs 
Ys Ts Th 


* #85 ss 


K(x, 3%) 五 fa + K(x, tn) 
五 《ziy y) K (ts £1) pk Kl(r1,Yn) 


PETEETTTTEEEETIEE ITE EE 


一 


Ti KX2s 19 ”) 


7 Yay" Tn 


Tp", Tn 
KDE( )-Kte, dF 


区 19 9 Tn 


1 as Tas "ys . | 


十 下 (加 zk( —K(z, z)K| 
Ys Wis Tay “sg Va YT Tay Tn 


Ti Ta, “9 ” 


十 :十 (—1)"K (x, co 


oo 


Yy Ts Tn- 


注意 到 K( ”中 ， 当 E( 或 下 ) 一 杰 行 任意 相 邻 二 变 元 位 轩 


» 


’ 


对 调 时 变 号 , 则 上. 式 为 
人 Tl Tn ) 
2 TP 
Vis Tas "ys ""] 


DK( ™) ke) gl 


is" Vn, Ys Tas os Tn 


滁 城 


—K (zr) K( 


人 1， 水 2 和 Tas 9 Tn 


)-KomoK 


Ti19 Tay By 


和 1 Ys Xa, "**, Vn Tis Wes H's Tn 


TT ee (1. 21) 


Ti To nd 


—**—kK(z, OK 
将 上 式 两 端 对 xz ，… zx 积分 : 右 端 第 一 项 积分 , 由 (1. 10) 得 


1 1 EA 
人 Klz, wrx( J en Ge, gy), (1.22) 


Tis 9 Nn 


右 端 第 二 项 积分 为 


里 So * 


4 


Vis Toy rp Cn 


-Pf Kes)8( Jean (1. 23) 


Y, To 

下 面 证 明 右 端 其 它 各 项 积分 均 化 为 (1.23). 首先 , (1. 21) 右 庙 
第 三 项 积分 时 交换 nm, 与 nm 的 记号 

| ee | kes) EK(®" os Ty ja 
0 .0 Wis Ys Tas ”这 机 

Cs 机 
‘To Wy Toy ty Vn 
0 2 Lay *'*y, Zr \ 


‘Ya Nyy "°°, za 


= 一 | …| K(x)K 
0 > 生 


=—| | KCz,a) Kk UX rod 

上 面 第 二 等 式 已 调换 了 第 一 横行 za 与 z; 的 位 置 和 第 二 横行 # 与 
zs 的 位 置 ,相当 于 行列 式 一 次 行 与 一 次 列 变换 , 其 符号 不 变 ， 类 仆 
地 作 , 直到 对 (1. 21) 右 端 第 2 十 1 项 积分 ,交换 xn 与 z: 的 记号 ， 然 
后 调换 乘 煞 行列 式 第 一 横行 x 与 x1, 第 二 横行 x 与 y 的 位 置 ( 相 
当 于 行列 式 的 一 次 行 与 一 次 列 变换 ), 即 


I 了 员 19 由 23 "ys Cais tn 
一 | 下 (7， z)K( dridrs" dr 
S + ‘Tis Tess Wn-is Y 
OO 
ng os Mn- 区 


1 1 区 多 
= 一 | | Kz,z) K( em ardredr, 
0 -0 y 


sy V2 "Tne dn 


过 | 1 
= 一 | | KT) KR esdreeea 
“ "9 


下 注 意 到 (1. 18) 及 归纳 假定 (1. 20), 于 是 


\ 


1 1 ea 
Ph (or es, 
0 -D 


Yy Tis Fn, 
Yip Ty "ys Fn 
Jean | 这 
gf， 挛 29 ?9 CT 


Fz 


一 o KE(z， 信 十 | ,Fis)| ~ ， | | 三 


0 


#4 办 六 @ 


~— cK(r, y) : LE (er) err War 
Ca 
Rl 
这 就 证 明了 (1.20) 的 正确 性 .于 荡 我 们 应 读 这样 来 定义 D(x， 六 
14), 
定义 1.2 令 


D(x, ¥; = clr,Y) 人 生生， (1. 24} 


n=0 
其 中 


Ty Ts sn 


1 -1 
coz DD=—n| ) K( (jar 这 2 
1 ， 


YT Nn 
Hi colr,y) 0, cr) KY)， 称 D(z， 由 2) 为 Fredholns 
一 阶 子 式 . 

定理 1.2 D(x,9; 们 是 2 的 整 卫 数 ，(1,24) 关 于 0x，9 生 1 
绝 半 … 玉 小钱 且 D(x, 她 们 是 x,y 的 连续 图 数 . 

证 ”根据 不 等 式 (1.13) 


《一 号) i 1Al™ Str yn 
I eer fn. 


仍 出 D'Alembert 判别 法 知 ， 以 王 式 丰 端 为 通 项 的 级 数 对 任何 人 
用 伊 , 从 而 (1. 24) 是 4 0 对 0 所 zy 人 1 绝对 一 致 收敛 。 
于 是 D(z, 尖 力 是 z, 9 的 连续 国 数 ， 这 一 结果 说 明 我 们 以 上 用 
《1.17) (1.9) 代 入 (1. 16) 进 行 逐 项 积分 的 合理 性 . 


1 
推论 o= 一 元 | Ca(x, TI) dr, n>1. (1. 25) 
0 


证 在 (1,20) 中 今 y=z 且 浊 z 积 分 并 利用 (1.10) 便 得 
《1, 25). 
» SF » 


Er a 


因 60==1, eo(x, 9) =0, ci(z,9) = 一 K(x,9), 由 (1. 25) 可 求 出 
4 由 (1.18) 求 出 czfzy 9 又 由 (1.25) 可 求 出 cz, (1,18) 又 可 求 
ca(2y30， 如 此 等 等 ， 这样 ,从 (1.25) 及 (1.18), 我 们 可 以 轮 番地 求 
出 ca 及 cn(z,9), 大 而 求 出 D(4) 及 D(x,Y; 人 ,这 为 具体 写 出 方程 
《1. 1) 的 解 提 傣 了 实际 计算 方法 . 

定理 1.3 设 方程 (1.1) 中 (zx， 四) 在 人 Xx，Y 坟 1 上 过 续 ， 
了 2) 在 0 所 x 人 1 上 连续 , 则 当 D2) 冯 0 周 , (1. 划 在 叭 -一 解 


op(z) =f(2) + 2 fay. (1. 26) 
证 {I.26) 是 (1.1) 的 和解 ， 筷 可 代 国 (1. 1 直接 验 证 ， 油 以 上 
讨论 还 可 以 相信 ，(1. 了 D 当 万 ( 习 天 0 时 如 在 解 必定 形 为 (1.26), 故 
解 是 唯一 的 ， 
容易 看 出 呈 ( 和 和 0 时 ，(. 1 对 应 的 齐 次 方程 公有 零 解 .把 
(1. 26) 与 第 一 章 关 于 济 解 核 的 定义 比较 ,方程 (1. 1) 的 预 解 核 为 


,1 D(x, Y; 4) 
R(x, ¥; -一 芭 5 一 (1.27) 
尼 是 4 的 亚 纯 锁 数 , 且 为 x,9 的 连续 晴 数 ， 


例 求 方程 
ps) + rrp dy =f C1), 0<z<1 


的 预 解 核 及 有 (天 0 时 解 的 表达 式 , 设 F(z)EC[0,1]. 
解 天 (2 区 一 一 ez 


co=1, Cofzy y) =0, 5 (x, y) 一 BT 


i 
c= 一 | exrdz 一 村 (1--e2)， 
n ed 


1 
ez( zi ¥) = - 引 一 去 G 一 ee 一 | ce 一 四， 
* 人 0 


所 以 


e 9 » 


一 一 多 一 0; 
Cal, 9} 一 Csfy， yy 一 … 一 此 
Dp(D=1+3 (0), 


Dlz, 3 24) 一 一 47 


R(xr, y:; 力 = 一 -一 全 一 一 一 
1+ (0? —1) 
El. 
gp(2)=ft)—— | erf (y) dy. 
1 二 本 (es 一 0 


1.3 刚 硅 性 核 的 fredholm 工具 
设 方 程 (4. 了) 中 (x)SCL0,1.， 


五 (zy 扩 ) 一 


玫 人 人 在 0< zs 区 1 韦 续 ， 第 一 章 $ 5 中 已 证 明 , 当 mw- 时 


方程 (1. 1) 与 第 一 章 的 (5. 10) 等 价 ， 而 后 者 的 核 五 mkg， 幻 是 连续 
的 , 右 壮 了 上 于 十 各 -Km 于 亦 连续 和 抽 上 眉 讨 论 得 人知 ， 该 
方程 的 预 解 核 
(2 

po D(A) 
为 和 的 亚 纯 函数 , 且 关 于 x,8 连续 ， 当 Bm 各 ) 隆 0 时 , 方程 (1.1》 
的 解 可 写 为 

p(x)=f+ARfF + tA KE™ Ff 


RnlY, 2 4™) = 


六 万 ， 人 肖 y; 2) A -1! m-l 
Dt [二 4 六 十 加 天 fay. 


a 多 。 


若 将 上 趟 写 为 
8(z) =f (0) 412) RCz, y; DF dy, 


网 《1, 1 的 预 解 校 
Dmn(3.Y; 4") 
RAr, Y; a) = HT, Y; 4) 二 iD (Any 
Dn(l2, 2 A") : 
十 | 2 H(z,Yy; A}dz, (1, 28》 
其中 


HEr, yA) =K(x, 9) + Kaw §) A Knilz, DA. (C1,29) 
(1. 28) 右 端 第 二 项 、 第 三 项 缘 是 z,g 的 连续 函数 、 对 于 第 -一 项 , 由 
(1. 29) 夏 出 , 玉 (z, 引 有 a 阶 奇 性 ,从 下:(z, 引 至 Km-;(z，9) 奇 性 
逐 减 , 故 囊 (s, 乡 轿 也 有 a 阶 奇 性 ,总 之 孩 解 该 可 写成 


Rs A=RSD ND, Ocacl, 


ET 
其 中 Bi(z, 9; 力 是 4 的 亚 纯 函 数 ,是 z,8 的 连续 他 数 ， 即 (1. 了 的 
预 解 技 具有 弱 奇 性 ,而 其 解 可 写成 
上 如 (7 0 A) 
9 =f(D + fy) dy (1. 30) 
注 1 对 于 舍 复 变 元 且 沿 曲线 积分 的 积分 方程 
o(0 一 对 人 TE) yr)ar=f(t), Oa<l, (31) 


这 里 碾 为 简单 逐 段 光滑 曲线 (封闭 或 否 ), 豆 ( 纪 z 在 二 x 二 上 连续 ， 
7) 在 工 上 连续 ,相应 于 (1. 30) ,这 里 的 解 写 为 
PO) =f0O+Y SEE) a 0<a<l， 


其 中 避 (t,T;) 是 对 1 v?ED 连续 、 对 和 的 亚 纯 函数 .这 里 只 须 种 
用 第 一 音 往 3 的 方法 就 可 得 到 . 

注 2 用 KK(z; 引 在 0<z,yS1 上 有 界 可 测 代 蔡 (1.1) 中 的 连 
续 条 件 , 则 D()( 闫 0),D(zx, 8; 办 表达 式 的 讨论 及 解 的 表达 式 完 爹 


7 * 


与 下 (z, 四 连续 时 的 情形 相间 . 
更 一 般 地 , 设 
[i 1 有 (zy 区 lgzdgy< 十 oo， (1. 32) 


Fredholm 工具 岂可 得 到 推广 ,这 一 工作 由 TI.Carlemanm 和 
C, 工 .MexwHB 敬 邯 


1.4 D(X) 的 零点 与 特征 值 
现在 继续 2 1 及 1.2 段 中 的 讨论 . 
定理 1.4 这 慌 (z, 打 在 0<Sz ys 上 上 连续 , 则 


《1) AD'(A)= | .De Nar; (1. 33) 
《2) 当 |14| 过 [1 时 
D(A _ en , 
DOD Rs (4. 34) 


《3) 当 |41 达 12,! 时 


A Sn | Ei{x, xT) adr, (1. 35) 


其 吊 4 中 号 ( 急 离 版 点 最 近 的 零点 ， 
证 在 (1.24) 中 令 9=z, 对 z 逐 项 积分 ， 日 利用 (1.25), 得 
| D(z, 4} Dar=| Si i - dy 


“0 n=1 


ss nrl 
= S51( 二 入 | ee zaz 
如 一 1 n! 


(DD 见 工 Carleman, Math. Zeitschr. Bdy, Heft, 3/4d,1921, 
加 见 D 本 Marr 苏联 科学 院 报告 ,第 入 着 第 9 斯 ,1944. 
‘* 92+ 


=— 32 c= —AD (0). 


又 当 121 充 分 小 时 D( 和 ) 半 0， 比 较 解 的 表达 式 (1.26) 及 第 一 章 
(2. 20) 及 预 解 核 唯一 性 定 弄 2.7， 得 (1.34).， 在 (1.34) 中 令 y 一 7 
对 积分 日 因 (《1， 34) 右 端 级 数 对 Xz; 绝对 一 致 站 你， 可 以 逐 项 积 
分 得 
Ne (2 YI Ax 
D(A) a 


再 利用 (1, 33), 便 有 (1.35)， 不 过 刚 冰 (1, 34)，{1, 35) 均 当 |4l 充 
分 小 成 立 , 但 在 | 守之 | 和 4] 时 , 左 端 为 和 4 的 解析 函数 ， 由 Taylor 展 
式 唯 一 性 知 展 式 在 14| <14 [时 仍 成 立 . 
定理 1.5 加 为 六 4) 零 点 的 必要 充分 条 件 是 加 为 方程 (1, 1) 
的 特征 值 . 
证 (1) 必要 性 , 设 
D(A2) = py 7r>0, (1.36) 


B= 


Dlz, PE ACAIICET NACH 地 0. 《1.37» 


将 它们 代 人 人 (1. 33) 得 


SAD Os yd) [ 四 (zy x) dz. 


名 ==" T=8 
Fe | 
车 1 dx)dz 才 0, 则 7 一 1=s， 


车.(zy2)de=0, 则 一 1>s. 
总 之 有 


do 人 了 ww 


Sr 
将 (1,36), (1,37) 代 入 (1,16), 然后 两 边 除 以 (4 一 49)5, 并 令 2 
得 


1 
dy) = A | Kz, 2) dz, 9) dg. 


了 &.(z 好 天 0 即 存在 某 点 (zo go 0<zo0go 和 1 使 ds (xos 0) 0， 
从 而 (Cz,90) 半 0 此 时 dzyyo) 为 4 的 特征 图 数 ,页 加 为 特 入 人 征 ， 

(2) 充分 性 更 昌 兄 , 因 D(C40) 关 0 有 时, (1, 1 对 应 的 齐 次 方程 仅 
有 零 解 , 故 力 不 为 特征 值 ， 证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 由 D( 和 ) 是 否 等 下 等 为 标志 重新 叙述 Fredholm 
择 一 定 瑰 . 存 方程 人 .1) 的 核 上 Cz,) 和 自由 项 1(7) 连 续 之 假定 下 ， 
有 

(1》 当 D() 关 0 时 ,对 任意 的 f(x), (1.1) 有 了 唯一 和 解 ， 且 可 写 
成 (1. 26); 

(2) 当 D() 二 0 时 ， 当 且 仅 当 f 了 (x2) 与 (1. 了 1) 的 供 随 齐 次 方程 
的 所 有 解 正 交 时 , (1.1) 右 解 {不 瞧 一 ), 其 解 可 写成 


P(E)— > Capa(r) | wp* (2). 
二 上 


gp*(z) 是 (1.1) 的 任意 一 个 特 解 ,c, 是 任意 常数 ，{epu(z)} 邓 是 相应 
于 4 值 的 线性 无 闫 的 特征 项 数 全 体 ， 


$2 了 (4) 的 构造 .特征 值 


已 见 Z(4) 的 零点 就 是 方程 的 特征 值 , 且 D(C4) 是 整 尔 数 , 因此 
可 把 D(4) 的 这 些 零 点 分 房 出 来 写成 无 穷 乘积 的 形式 . 反 过 来 这 
种 形式 又 可 用 来 证 明 特 征 值 存在 定理 . 为 此 ， 要 涉及 一 些 整 锯 数 

5s 昂达。 


的 概念 和 结论 ， 我 们 上 只 想 投 述 而 不 加 证 明 人 D,. 


2.1 与 整 辆 数 有 关 的 所 念 
定义 所 1 设 f(z) 为 整 荡 数 , 记 于 (和 =max| fre )1, 所 请 
整 函 数 fj(2) 的 级 是 据 


pe pe lnlnN (7) a uln MT) (2. 1 
?++ in7 To te rrp ln” 
可 以 证 时 
p lm, (2. 2) 


nm™— ln |e,! 
其 中 cs 是 了 (z) 的 Taylor 展 式 的 系数 . 
定义 2.2 设 7, 为 一 申 单 调 递 增 趋 于 十 史 的 正 数 序列 、 使 


得 级 数 
宇 : (2. 3) 
当 & 之 o 时 收 伸 的 最 小 正 数 og 称 为 (2. 3) 的 收敛 指数 ， 
例如 3 二 的 收 和 指数 为 2 


定义 2.3 所 调 Weierstrass 上 质 因 学 是 指 如 下 H(z，P) 的 集 
合 , 其 中 | 
RB(z,0) =1-—z, (2. 4) 
Blz, 玖 一 (1 一 习 expj24 林寺 和， gz>1 2.5) 
我 们 来 证 明 , 妆 1z[ 委 1 时 ,有 
[1—B(z, 及 | 魏 |21P， p=0,1,2,.° (2. 6 


工 “可 参考 庄 折 素 等 编 4 算 变 国 数 >, 第 六 章 , 北京 大 学 出 版 社 ,1984. 
3 QF se 


事实 上 ,2=0 时 ,由 (2 全 显然 成 立 。 抽 21 时 ,对 (2.5) 求 导 得 : 
—B'(z, P) ~ zrexp)z z+ 全 十 和 5 
布 端 在 z=0 处 展开 害 级 数 ,其 系数 必 非 负 ， 然后 将 上 式 积分 有 
1 一 Ba 下 一 一 | F(z,7)dz= 219(z), 
其 中 9(2) 为 整 国 数 , 且 


oO(2) 一 i = 4s", an 0. 
n=0 


当 |z| 志 1 时， 
(pz) < Darlzl"s Da=9(1)=1. 
n=0 n=0 


这 战 得 到 (2.6)， 
定义 2.4 设 {z,} 是 以 无 穷 远 点 为 聚 点 的 复 数 集合 (z; 地 0)， 
且 级 数 


wo 


1 


a EN 


(2.7) 


物 收 化 指数 为 o, 按 如 下 规则 定义 数 p; 
当 o 不 为 整数 时 , p=[ aj]; 
当 o 为 整数 ， 分 别 按 (2.7) 当 a=o 时 收敛 或 发 散 定 义 ?一 


J—1 成 ?一 0， 
在 这 种 定义 下 , 容易 验证 ,级 数 
oa ] 
Ey (2, 8) 
n=-l1 


必定 收 合 . :这 时 ,无 穷 溢 积 


人 有 本 »。 


(2) =I (2,) z (2.9) 


为 整 函 数 ， 事实 上 、 只 需 证 明 对 任意 了 >>0， 当 |z| 过 BR 时 了 (2) 解 
析 即 可 ,或 需 证 明 (2. 9) 在 |z| 过 R 内 闭 一 致 收敛 , 换 句 活 说 是 要 证 
明 无 穷 级 数 


sr 1 ?)| (2. 10} 


n=1 


在 |z|<< 内 闭 一 致 收 化 ,因为 % 充 分 大 时 可 以 使 1z.| 实 RR, :于 是 
1z1/ 41%s1 过 1， 对 于 任 一 有 界 闲 和 集 GCBC0,R)， 当 zEG,z 充分 大 


时 , 由 (2,6), 有 
bp | 一 人 R?+! | 
(EPE < .1D 
由 (2.8) 收 化 知 (2: 10) 在 |z| < 及 内 闭 一 致 收 敏 ， 才 (2. 9) 为 整 
函数 . 


定理 2. 1(Hadamard 因子 化 定理 ) 设 f(z) 为 有 穷 级 p 的 整 
函数 , 则 


f(2) erm TT B(E, 中 《2.12)， 


其 中 上 为 非 负 整数 ，Po(z) 为 9( 志 Pp) 次 多 项 式 ，{zs} 为 了 (2) 非 零 
的 零点 ，(2. 12) 的 乘积 中 这 些 零点 按 重 数 计 ，? 的 定义 癌 前 , 而 且 
必 有 c 魏 让 当 不 为 整数 时, 一 Pi 当 pp 为 整数 时 ，o, 9 之 一 
为 p. 

推论 车 f(z) 为 有 限 级 p 过 1 的 整 隔 数 , 则 (2) 兴 有 无 穷 个 
零点 , 卫 


f(g) est JIQz) (2. 13} 


VP- 97 ” 


证 P< 之 1 由，9(z) 二 6 为 零 次 多 项 式 . 又 因 Pp 二 1 则 p 必 不 
为 整数 . 由 因子 化 定理 ,0o 三 p 过 1,0 亦 不 为 整数 , 再 由 2 的 定义 ， 
2 了 一 [Lo] 二 0。 根据 (2, 4 


oh 


又 因 井 整数 级 的 有 穷 级 整 负 数 必 在 无 穷 个 零点 , 故 得 (2.13). 
2,2 初步 结果 
定理 2.23 (为 p 《所 引 级 的 于 函数 ,及 
Rs pi | 
D(A)= et TT E(<,y), (2. 14) 
IT #(F7) 
{20 为 D( 办 的 零点 ,了 同 定 义 人 4(z5 改 为 4). 


证 关键 是 证 p 所 2， 因 为 D(0) 二 170, 即 零 不 是 及 (4) 的 等 
碟 ; 姑 出 因子 化 定理 2. 1, 必 可 时 出 (2.14), 设 : 


D(A = Sa. 
ET] 


由 (1. 9), (1. 10), (1. 13) 


根据 Stirling 公式 


ee A 1 2 16 
al 一 V35 (全 ) 1 1 2 ! | (2. 》 


利用 C2.2), 求 D( 办 的 级 的 估 值 ， 由 (2. 15),(2. 18》 


本 nlnpn 妨 \n 
—lnlaz| in 1 
je | 


才 本 入 时 


一]m2 关 如 十 下] 基站 十 各 十 ] | 1 一 一 一 十 … | 一 Rl 一 一 nlnn 
2 12n . 


2 
上 式 右 端 分 母 ,分子 同 除 以 zlnz， 取 极 限 得 
P=lim- limB, =limB, 一 2 证 党， 


nm— ln | Gn Rr 
定理 2.3 设 K (x, 和 在 0<z, 达 1 上 逐 续 , {4 入 } 为 {1.1) 的 竺 
征 值 六 到 ,区 - | 


Dp | IK (29) 2dzdy. (oa 


f=1 
证 设 p,(z) 为 相应 于 2 的 特征 函数 ,由 特征 值 定义 
| KC Wp ays), «(2.18) 
并 可 认为 全 体 ri(z) 是 标准 正 交 化 的 ,根据 Beseel 不 等 式 
DK WT < LK 9) fy, 


利用 (2. 18) 代 入 上 式 然后 对 + 积分 便 得 (2. 17). 
推论 。 设 下 (z, 四 同 定理 2.3,; 出 当 必 = 二 2 有 时 


PU) = err’ ] TC -A) ~ (2, 19) 


也 二 


,的 意义 同 前 . 
证 因 e=2， 生 全 他 ) 在 六 级 数 收 角 ， 由 多 的 定义 知 = 
一 1 一 1 又 由 (2. 5) 


0- 


代入 (2. 14) 便 得 (2. 19). 
定理 2.4 设 天 (2 妇 在 0<z,gyS1 上 韦 续 ，(2]} 为 (1 1) 的 


es gH » 


特征 值 集合 , 则 
了 二 = {Kotz, t+) dr， n>2. 《2: 20》 
k=1 上 "0 S 


证 现 就 x= 二 2 时 进行 证 明 ， 由 (1. 3) 
DW) = [TI—AK,!, K.-TK( 过) 


nn 
设 人, 二 1,…, ,为 (1.2) 的 特征 值 ， 若 把 五 。 看 作 算 子 也 可 以 
说 忆 。 仆 =1 …, 有 为 特征 值 9， 开 ;的 迹 数 为 
E tt 
小 k(n Rn x 入 人 


一 1 此- 


由 线性 代数 , 对 于 任何 矩阵 五 。 存 在 酉 垂 阵 己 使 


1 ~ 
AY’ 
K,=P 3 |, 
1 
0 Am 
从 而 
名 
[A 
Ki-P| ~ 
Ne 
IE 


根据 和 矩阵 分 别 左右 乘 已 和 了 时 迹 数 不 变 的 性 质 , 有 
3 天 万 和 2 
Dr p33 EK(S EE) 0.21) 


E=L 


当 ->co， 虐 式 右 端 极限 为 


中 由 第 二 章 定 义 1,.2. 
”TI00 ， 


(KG, KG, Daa)ar= | Klaya)ee, 


而 左 端 的 极限 为 也 入, 现 证 明 如 下 :首先 ,由 上 定理 也 寿 是 收 全 
f=1 i I 二 
的 .估计 


人 性 ， 1 - ~ 1 


+ 


‘FN+1 


到 
> 
b=1 


1 1 全 1 
LA Az 十 oz LA 


其 中 心 待定 ,n> 访 ， 当 n>0 时 ， 


{Kez, ypelY) dy 
a + (一 1 N). 
外 所 全) 
《pu 二) oa 人 于 四 及 wx(z) 分 别 相 应 好, 及 入 的 特征 函数 ,于 
是 由 (2. 22) 中 第 一 项 可 任意 小 , 由 上 定理 第 三 项 可 任意 小 ， 又 因 


(2. 21) 当 na 十 co 右 端 极限 存在 ， 从 而 左 端 极限 亦 存 在 ， 丁 是 
(2. 22) 中 间 一 项 可 任意 小 . 故 *=2 的 情况 得 证 ， 类 似 地 可 讨论 


2#D>2 的 情形 、 证 毕 ， 
2. 3 ”进一步 的 结果 
定理 2.5 设 {4;} 为 D(4) 零 点 的 集合 , 则 


» D1 * 


p00) =e" L(A) .23) 
| (ad 
证 令 
F(D)= JITz($ 1)- IQ-4y es/ 


对 任意 的 R>>0， 取 |4| 过 BB， 而 当 充分 大 时 ， [> 可 以 使 
1217144l 过 1 出 (2. 1) 


| :一 -< ; 充分 大 ， 
而 立 政和， 重复 证 (2.9) 为 允 数 的 推理 ， 知 (为 
鱼 数 . 
设 元 为 也 ( 力 离 原点 最 近 的 一 个 零点 , 当 | 4| 二 | 机 | 时 ， 


lnF(h) = 对 5 


=1 


= 
根据 定理 2. 4 
mb re 


--E([ K(x, 2)ax 加 


二 2 


田 由 (1.35), 当 [41 过 [4 时 ， 


F(A DD 


FT = k,n, 


放 . 
FA = Oe Nner pa), 
其 中 C 为 常数 . 令 4 二 0 则 知 C=1, 于 是 
DA J FEY. 


土 式 左右 两 端 此 为 整 函数 , 由 解析 疼 数 的 唯一 性 知 ， 对 任何 4 上 式 
皆 成 立 ， 证 毕 


2.4 特征 舍 存 在 定理 


定理 2.6 设 玉 (xz, 在 0<<x,y 亿 1 上 连续 ， 则 方程 (1.1) 至 
少 有 一 非 稚 特征 值 的 必要 及 充分 条 件 龙 存在 一 个 4(>>2)， 使 


和 K.(z, x) dF 
. 只 须 证 如 下 竺 价 命 里 ; (1. 了 无 特征 值 的 训 要 条 件 为 对 一 
切 n 这 2， 0 z)dz=0. 
没 (1. 1) 无 特征 值 ， 由 上 一 定理 知 ， DO) = 


D(a) 
DO = 一 [ Kl{z,2) ds. 
与 (1. 35) 比 较 得 

| Kal, x)dr=0, n>2. 


反之 ,车 上 式 成 立 , 则 出 (1.35) 知 


允 0, 
从 而 D(3) 无 特征 值 ， 证 毕 , | 
虽然 对 于 DD) 有 一 定 办 法 可 计算 展 式 (1,9) 中 的 ct， 而且 
D() 的 等 点 就 是 全 部 特征 信 ， 但 实际 上 一 般 计算 DP{ 力 还 是 困难 
的 ， 本 定理 告诉 我 们 从 释 核 的 积分 可 断定 特征 值 和 的 存在 与 否 ， 而 
不 必 具 体 求 出 D(4). 


2.5 满足 H6lder 条 件 的 连续 核 
、 省 理 2.7 de es i 


0 所 ， 如 世 1 及 一 切 的 0 所 7+ 志 1 
od —K(z,g) IEMIy —y1", 0<asl (2.24) 
( 称 开 (2 幻 育 足 对 ?的 H6lder 条 件 ， 月 对 zx 一致), 则 D( 和 至 多 


为 1 


证 不 纺 设 
[IK {2, 9) | ST (2. 25) 


出 行列 式 性 质 及 Hadamard 不 等 式 (1.11) 利 用 (2. 24), (2. 25) 
| Ka 
| | 
IE 21) ~— 一 下 《ziyzo) 时 a 证 一 1)— 人 KK(ris Tn) 下 (7 Z,) 


dd de 


| 
(i Yi) 一 下 Z23) ， «K(x, En 示 二 K(xrs wn) 下 


LRM? za 一 2 a 


人 访 ”(2.24) 与 (2.25) 中 的 常数 于 可 以 调整 得 -一样 . 
所 村“ 


三 六 A 多 | 2 (一 za| 7) (2. 26) 
不 妨 设 


. Oo 和 加 和 … 和 大 or 大] SE 
可 以 证 明 本 
A a 《2. 27) 


首先 


| 2 一 Ze| 一 %a 一 21<SS02y 


be . | 


jzi—zal jzs—zs| = (zs—21) (zs— ra) Exte— 7) EE 
假设 对 自然 数 2 (2. 27) 成 立 , 则 
[zi— zl): [zai Tn| [ona CT (oo 一) 


利用 微分 求 极 值 方 法 不 难 证 明 


EF 
A ntl 
一 和 | 去 N+ 


1 
| 


jn Le 


这 战 归纳 地 证 得 (2, 27) 的 正确 性 ， 将 此 应 用 于 (2. 26) 得 
ig" Yn 
Be 


是 D( 力 的 Taylor 系数 a 在 维 单位 立方 体 上 有 估 什 


Srip lr ， 


Ce 
|a| 委 好 i ober! 


仍然 用 公式 (2.16) 并 遵循 定理 2.2 证 盟 中 闫 似 的 推理 步 又 每 


—— Nlnn 2 
Oo. 
Pm nl | “It 


推论 ”假设 同上 定理， 旦 设 广 <a<<1, 册 


《< 1 级, 且 
a IDF = 


oo 二 


证 因 P<1,D(0 一 I 天 9， 此 时 央 子 化 定理 的 推论 中 大 一 0， 
所 以 


Dp(N)= 11G-#4): z 
证 毕 . 由 于 此 时 op 过 1, 即 a 一 1>>o, 故 
收 合 ， 


§ 3 ”下 值 连续 核 


引 理 ” 设 复 宕 级 数 


f= Tar, wz0 (3.D) 
. | 把 :一 中 
的 收敛 平 径 0<R 过 Zco0; 则 z= 为 f(z) 的 奇 点 . 

证 ! 用 反 证 法 . 设 z= 甩 不足 f(z) 的 奇 点 ， 任 取 0<xz< 必 ， 
f(z) 在 z= 二 7? 处 展 式 为 可 


% 《mh 
f(z) = Pe 
其 收敛 半径 设 为 ro 因 设 z= 不 为 奇 点 , 均 ro 一 z, 且 


fr) = SC 一 De : 3. 2) 


Fn 
{fz 二 xe(0< 守 6 二 2x) 阶 江 ， 
- JO6 * 


f(z)= De (2—zer)", 


设 其 收 敏 半径 为 rw 由 Cauchy-Hadamard 公式 ， 


,三 和 | 
a Nn nt 
-TV 三 ee 本 2 DD re 和 
Te kk— 1)-..(b-—nt+1) -1 
mV 三 。 人 


于 性 76 守 RR 一 z(0<9<2x)， 从 而 网 周 1z|= 忆 上 所 有 点 都 不 是 
了 (2) 的 奇 点 ,因而 (3.1)? 的 收效 半径 必 大 于 R, 予 盾 ， 定 理 证 毕 ， 
定理 3. 1(Jentzsch) 车 到 (x, 引 ) 在 0<x, y<<1 上 正 值 过 续 ， 
则 必 存 在 一 单 特 征 值 3o>0, 相应 于 取 正 值 的 特征 函数 ,而 其 它 特 
征 值 ( 如 果 有 的 话 ), 皆 有 141>2， 
证 因 K(z,9)>0, 训 Kas)= | K(x, 2)K(z,y) da>0, 


、 出 定理 2.6, 特征 值 是 存在 的 . 由 全 核 公式 可 归纳 地 看 出 KK, (2, 8) 
0,1 守 2， 设 村 为 了 D(D) 离 原点 最 近 的 零点 , 令 和 0 二 ||, 则 40 二 
0, 岂 {1.13), 当 14 过 加 时 


2 和 e > Lm; x) dx. 
上 式 右 端 级 数 收 敏 半径 R= 向 ， 由 引 理 短 4 二 4 为 D'(4}1B(D 的 
奇 点 ,但 忌 (4)7Df4) 是 亚 纯 国 数 , 从 天 如 为 县 ( 轨 之 零点 , 即 加 为 
持 征 值 . 为 证 明 对 应 于 它 有 正 值 特 征 扎 数 ， 只 要 找 册 相应 于 加 的 
fl. 1) 的 齐 次 方 慑 的 堆 一 正佳 非 零 解 ， 可 按 定理 1.5 的 证 明 步 又 
进行。 本 出 (1, 36》, (].37), {1.33) 知 8s 三 r。 将 (1.36), (1.37) 和 代 

" O07 « 


人 (1,16); 两 边 除 以 (4 一 和) 然后 令 4 二 = 加 得 
a | em 二 二 交 区 2 
关键 是 证 d(x, 胃 保持 同一 符号 ,事实 上 ;由 《1.34), 令 0 二 2 之 为， 


co 


DIK, Cx, Y) CT CM AC 


DO Cy 
i 人 “| 

其 中 办 ( 力 ,g (zs 如 力 在 加 附近 解析 ,(20) 二 G5 去 0,p (x;y 轴 ) 一 - 
ds(z 拉 半 0, 当 0 二 4< 加 时 ,上 式 左边 恒 正 , 右边 的 符号 取决 于 首 
项 ( 当 4 一 加 >>0 充分 小 时 可 看 由 )， 但 因 (2 一 4)""4, 或 恒 为 正 
或 外 为 负 , 所 以 &(z, 妇 必须 保持 同一 符号 ， 即 恒 正 或 本 负 ， 当 然 
可 不 妨 设 为 恒 正 , 记 为 p(z). 

设 攻 (z) 为 相应 于 天 的 任意 特征 值 2, 的 征 一 特征 函数 (2 可 
能 等 于 加 ,也 可 能 不 等 于 4), 因此 


和 |,K(z DW) dy #2), (3. 3 六 


n=1 


| ED PI APs) 0. (3. 4 


因 F(z)， 凶 (z) 尼 ETs[00,1]， 岂 (3.3)，(3.4) 容 易 证 明光 (x)，, 
F(Z)}ECL0, 1 娄 据 连续 函数 的 性 质 在 在 数 a, 个 


[pz)| | (0) | 0 
i gry =a, 0<ro<l, 


显然 gs>>0. 令 ap(7x) 二 Botz》), 则 人 
[2) | 委员 (2 Yr0)| = Bo(70)>0. (3. 5 和 
现 分 两 种 情况 讨论 : 
1° 设 1y(z)| 关 Bo(fz)， 即 存在 0 和 x* 人 1 及 8>0, 使 当 ZE 
(xz* 一 6,z* 十 6) 时 ( 若 xz* 为 端点 时 只 到 堪 或 丰 邻 域 , 可 类 似 讨 论 妃 
+ JI08 。 


fy (7) | D(z), 


元 4 | -#809 
<(| + + ee, Db! Oo) Iy <0. 
由 一 人 
于 是 [9(zo)| ls = 这 多 (zo) 1 从 而 
4 “0 0 
[> 加 C3.6) 
2” 设 |y(2)| 二 Bo(z), 则 (2)=erDBo() 代 入 (3.3) 
A KC, WD Bo er may = Bs). (3.7) 
又 显然 
| ECs) DD y= Pale). C3. 8) 


1 
| KC) Pola- — addy=0. 


因 下 (x 了 ,Bo(9) 为 正方 括号 内 函数 恒 为 零 ,于 是 09(9) 一 8(z) = 
- 实 常 数 , 显然 此 时 gz) = 二 8(g) 二 常数 ,因此 

%(z) 一 ecGo(z) = Bo(z) 
有 从 而 区 (2 与 到 so(z) 相 关 旦 为 = 加。 但 节 (z) 为 为 = 的 任意 特征 
地 数 而 又 和 @e(z) 或 p(z) 相关 ， 可 见 加 实际 上 是 单 特征 值 ， 定 
理 全 部 证 完 。 

例 方程 

p72)—2)| tanDp() y=0 

更 核 正 值 连续 .退化 , 且 看 出 有 一 个 解 _ 
pL) =at+ or, | 

代入 上 方程 引出 代数 方程 


a 09 。 


(1 一 Da 一 了 5=0， 
1 AN, 
-t+(1- 生 js=0. 
系数 行列 式 1 一 全 4 十 十 信之 零点 为 8 士 V55， 即 皆 为 正 ,是 方程 
的 特征 值 , 对 应 特征 函数 为 


/IS+2 
ee a 3 vy 
太一 1+ -2,. 


根据 本 定理 仅 保证 较 小 特征 值 ,==8 一 M32 对 应 的 wp- 为 正 . 


第 二 曾 习 是 
1。 求 下 列 积分 方程 的 D( 科 ,D(z,9; 4),R(z,g; 并 在 了 (天 0 时 写 
出 解 ; 
(1) gp (0) —{ zy) ey = 
(2) (人 一 | zo) ay= coss, 
(3) p (0) ~—i| er rg(y) d=s, 


(4) po)—2a| ap trp (Day=f (0), f(z) ECL0, 1]. 
2。 以 下 列 邯 数 为 核 的 线性 下 -II 方程 是 否 有 非 者 特征 值 (0 才 z， yr 


{1) K (2,y) 一 sirYeps 开 2 

{2) K(x,¥) =2y, 

(3) 五 (zy 3) 一 人 十 3 

(4) 五 (zy 8) = ry ty 

(5) K (2,4)=1. - 

3. 第 2 题 中 的 核 满足 定理 2.7 的 条 件 吗 4 

4， 应 用 定理 3. 7 的 推论 到 以 下 列 函 数 为 楼 的 线性 F-II 方程 上 去 ,其 中 - 
Or, yls - 


I10* 


人) 下 47 的 一 er yy 

《2) Klz,Y) — ry, 

(3) K{r,y) = y, 

5 不 庆 核 浇 足 定理 3.1 的 条 件 吗 ? 用 该 定理 的 证 明 方法 求 一 个 正 特征 
- 盾 1 | 

(1) K(x = 1, 

{2) 五 (zy 9 的 = —Y, 

(3)》 在 (2 的 一 02 十 32 

(4) K(x,Y)=1, 

(5) K(z,)=—l1, 

(6) E(x,Y) = sin2n7rsin2my, 


6. 设 K(ws) 在 0<x,y<l 上 活 续 ,K(x,)>0 有 | Ks)K(z, 9)4z 
为 正 ,证 明 这 时 方程 (1. 1 至 少 有 一 个 正 特 征 值 ， 


= 111* 


第 三 章 
对 称 核 : 特 征 值 理论 
$1 紧 算 子 和 自 伴 算 子 


本 章 在 Hilbert 空间 五 中 讨论 ， 所 讲 的 算 子 都 是 线性 算 子 ， 

定义 11 设 玉 是 是 > 豆 的 线性 算 子 ， 如 下 把 任何 有 轩 无 ， 
穷 集 变 为 致密 集 , 则 称 五 为 五 上 的 紧 算 子 串 (或 全 连续 算 子 ) 。 也 . 
就 是 说 , 若 {9pa)} EH,j9s| 去 用 ,4# 二 1,2,…， 则 必 存 在 子 序列 {9,7 
Clgal, 合 下 pas 为 收 伍 序列 ， 

因为 五 是 Rilbert 空 间 , 下 Vs 是 收敛 序 列 与 Kgpr, 是 Cauchy 
序列 等 价 . 

易 见 , 紧 算 子 必 为 有 界 算 村 . 

紧 算 子 的 下 列 性 质 常 常用 到 . 

1” 洲 五 5 下 :为 召 上 的 紧 算 了 ，omas 为 复种 数 ， 则 wi 下 ,十 
oo 玫 。 为 召 上 的 紧 算 子 . 

2” 若 到 和 王 分 别 为 五 圭 的 紧 算 子 和 线性 有 界 算 了 了 ， 则 二 天 
及 五 碾 缘 为 召 上 上 的 紧 算 子 ， 

1 2” 利用 定义 1 工 很 容易 下 明 . 

由 2° 看 出 , 若 太 ,Ks 每 紧 ， 则 天 ,Ks 及 玉 :K, 也 紧 ， 特别 , 
当 大 紧 则 " 紧 (2 宇 2). 

8。 设 {K 中 为 及 上 的 紧 第 千 序列 , 且 lim|K, 一 Kj=0， 则 到 


在 互 工 紧 . 


呈 把 吾 空 内 换 为 Banach 党 间 , 也 可 类 似 定 尺 紧 算 子 。 
> I12 5 : 


证 设 习 ,了 分 别 为 线性 研 范 及 Banach 空间 , 出 泛 函 分 析 知 
: 道 ， 互 -> 了 的 一 切线 性 有 界 算 子 集合 L(Y， 了) 构成 一 Banach 空 
闻 , 所 以 下 = 了 = 五 时 (X,Y 了 ) =L( 吾 ) 亦 然 , 故 下 为 线性 有 帝 算 
子 . 至 十 紧 性 可 利用 第 -- 章 定理 6.7 证 得 ， 实 际 上 , 设 5={p|gs 
已 oj < 于) ,由 假设 ,5 致密 , 又 
[Kp— Kpl<|K,— Kllog|< MIK,— Kl|—>0, 
即 下,p 关于 gES 一 致 趋 于 Kp. 从 而 KS 致密. 证 毕 。 
定义 1.2” 设 天 为 线性 空间 下 上 的 线性 算 子 , 对 于 数 ,存在 
-PEB, FV, 使 


ee Kop=n9 
别称 & 为 算 子 KK 的 特征 值 ,op 为 相应 于 4 的 特征 函数 . 
当 KK 是 积分 算 子 时 ,我 们 总 象 第 一 章 § 4(4. 11) 那样 定义 , 即 
对 于 数 4, 存 在 wp 天 0, 使 
p—AKyw=0 
持 , 分 别称 4 和 9 为 积分 方程 的 特征 值 和 特征 函数 ， 
这 两 种 定义 不 统一 ,但 根据 上 下 文 的 意思 是 可 以 分 辨 清楚 的 . 
而 且 它 们 有 关系 外 
4” 到 为 有 万 上 的 紧 算 子 ， 则 非 零 特征 值 p 对 应 的 特征 子 空 
间 必 为 有 限 维 的 @. 
证 & 隐 0 对 应 的 特征 函数 车 有 无 限 个 , 必 可 取出 可 列 个 {f5}， 
- 按 Gram-Schmidt 手续 标准 正 交 化 为 {yp" 小 ， 由 于 下 紧 , 对 于 ]ps 
=1, 必 有 {ps 人 性 {gs} 使 x ,rw 充分 大 时 
IEpn'— Egpml—>0. 
得 另 一 方面 注意 到 (pw pm) = 二 0,， [pn 二 上 pwr==1， 从 而 i 和 ps 


@@ 对 Banach 空间 ,本 性 质 也 成 立 。 
» Jl3" 


—prl := eT Pe Fm pn) = 2, 
Kp Kopn= {nlp —pa | =~ 2 14130. 
从 这 一 矛盾 便 得 定理 的 结论 
上 LaLa,b1(a，$ 有 限 或 无 限 ? 上 的 积 : 
分 算 子 的 紧 性 ， 


“i Df dy. (LU 
当 太 (z,9)ELsLa,3J 时 ,第 一 章 定理 2.3 的 证 明 中 已 调 明 天 是 志 
上 的 线性 有 界 算 子 ,而 且 有 重要 不 等 式 
ri<([ ig Day) (1.2) 
我 们 逐步 证 明 友 是 5 上 的 紧 算 子 ， 


(1) 当 玉 (2, 轨 在 a 所 xz,y<5 上 上 连续, 且 a8 有 限时 ， 不 为 卫 : 
王 的 紧 算 子 . 

证 设 |K(z,)| 志 和 Y， oy, 又 设 {fn} 忆 Ls[a,s oj fl 
和 六 则 


b | a 
[Kf S| EC | f(D lay <M. NVADTe. 


对 于 e 之 0, 必 存在 5(e) 盖 0, 使 当 |z, 一 x2| <6, 有 
{Kf,lx;) —Kf,(r) | 


Nf EG DK Dll) <eN, 2 


内 Arzel# 定理 ， 宵 在 {f5,}CCffs} 使 下 f, 一 致 收 人 证 于 连续 凌 数 
9(2) ,当然 KKf, 更 平均 收敛 于 9(z)SEZara 5]. 
(2) 当 K(x, #)EL a,b], 区 旋 为 有 限时 ， 五 为 也 sLa， bi 主 的 :: 
紧 算 子 . : | 
证 LoLa,8j 荐 [a, 5] 的 完备 化 空间 ， 对 ee 
必 存 在 KK,(x,y)ECLa, 5j, 使 

»* Il。 


lim| | IEG) —FKr(s, 9) ly =0. C1. 3) 


性 中 09 


令 
Ksf=| Kalz, f(D 
由 (1) ,五 ,是 LaLa,5]> 上 [4,1 上 的 紧 算 子 . Kns 民 固 线性 有 界 ， 
且 由 (1 2), {1. 3)， 
| 和 172 
‘rrl<(| | | 1K (x, 9) —EK,(2,9)| :dzdy ) —>0, n>00. 
由 紧 算 子 性 质 3°, (2) 获 证 . 


《3) 当 ed Ll od ed b= oo, 十 co1 上 的 
紧 算 了 . 


im 人 | GD =) | KC) | 0. 


必 


Kl(z, y) » RL, YN, 


Kaas =} ee 


作 
Ksf= | Co 的 7 而 =| KC)FOY) Wy. 


gD y= ED ly 
<| KG, aw, 
所 以 ,是 sf 一 2, -20] 下 Ls[ 一 00, 十 co] 的 线性 有 界 算 子 .由 
(2), 实际 上 下; 还 是 5s[ 一 82,8]>La[ 一 和 4] 的 紧 算 了 
现 证 是 [一 co, -00]>Ls[ 一 9, 十 003 的 紧 算 子 . 事实 
上 , 设 对 任意 的 fn fl 5 oo? + 亦 即 |fs dic-m ni 和信 , 出 
ea 11?。 


于 Ks 在 Ls[ 一 ,RJ 上 紧 , 融 必 有 {fm,} Cifm} 使 
1K, fn, Kofi Poo os + = ER, fn, — Eafmer Bs,rss s1 >0, 
当 和 好 >o0. 
最 后 由 (1. 2) 
| 一 ri<([ | Ix, (zy —K{z, ld} 
[1 RG rady 0,n->00. 
出 颂 算 子 性 质 3°,(3) 张 还 ， 

至 于 (zx,8)SLzLa,61, 当 4，6 之 中 有 一 个 无 穷 时 ， 大 亦 为 
工 z[ap tb 上 的 紫 算 子 . 证 明 与 (3 类 拟 . 

总 之 我 们 由 (1)，(2)，(3) 行 到 了 了 : _ 

定理 11 设 开 (z, DEFsfe:ow2 有 限 或 无 限 ， 则 积分 算 
子 (1 了 是 Lo[es 6] 上 的 紧 算 子 . 

当 于 (2z, 幻 是 器 答 性 核 时 ， 林 以 证明 (1 DD) 是 CELa,8] 到 Clo， 
坟 ] 的 紧 算 了 中 其 中 G 为 有 限 . 

太 z, 四 为 Ls。 核 或 能 奇 性 核 时 对 应 的 积分 算 子 既 紧 ， 由 人 性质 
4°, 非 零 特征 值 上 对 应 的 特征 子 空 间 必 有 有限 维 ,这 与 第 一 章 Fred- 
holm 定理 的 有 关 结 论 一 致 . 

定义 1.3 设 玉 是 及 上 的 线性 有 办 算 子 , 若 存 在 线性 有 界 算 

K*, 对 于 任意 的 ,95 瑟 , 使 得 
(Kf,g9)= (f, K*9), 
则 下 * 称 为 五 的 伴随 算 子 . 
泛 销 分 析 中 证 明了 这 样 的 ”起 存 在 的 .者 五 “一 五 ,或 区 
(Ef, 9) = (f, Ky9) 


国 见 B，H， 拱 米 尔 诺 大 潜 4 高 管 数学 教程 > 第 四 疮 一 分 册 ， 商 等 教育 出 版 社 ， 
1958 p56—59, 


we jG ，» 


对 任何 f,9sH 成 立 , 则 称 下 为 瑟 上 的 自 伴 算 子 . 

自 伴 算 子 有 如 下 沼 用 性 质 。 

1 车 友 为 石上 的 自 伴 算 子 , 则 其 特征 值 为 实数 . 

证 设 Kf=pf, 40, 因 (Kf, 有 =(f, KD BD 请 (必用 一 
及 (f, 让 ,从 而 4 一 

2” 设 天 为 召 上 的 自 伴 算 子 ， 则 对 应 于 不 辐 特征 值 的 特征 
函数 互相 正 交 ， 

证 设 Kf=jf, Kfs= sf Hi ss 因 (Kf,， f2) = (fi, 
五 了 2)， El uCfi, f2) 二 As, 六 从 而 人， f2) 二 0. 

注 在 可 分 的 Hilbert 空间 ( 即 含有 可 列 稠 密 子 集 的 鼠 兴 
闻 ) 中 , 可 以 证 明 一 个 正 交 集合 至 多 含 可 列 个 元 素 。 车 天 是 可 分 吾 
空间 上 的 紧 自 伴 算 子 , 则 由 2* 非 零 特征 值 至 多 可 列 个 ， 而 每 个 非 
零 特 征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特征 也 数 至 多 有 限 个 ， 因 此 韭 零 特征 
值 的 特征 函数 全 体 构成 至 多 为 一 可 列 集 由 2" 及 Gram-Schmidt 
手续 必 可 将 其 特征 函数 标准 正 交 化 . 因 Zas[a, 5] 是 可 分 的 五 空间 ， 
故 它 有 上述 性 质 . 

下 述 性 质 显然: 

3” 车 区 为 及 上 的 自 伴 算 子 , 则 KK" 亦 为 及 上 的 自 侍 算 子 ， 
2 过 2 

定义 1.4 积分 算 子 (1 1) 的 核 满足 

K({r, =R(y,7) | 

时 , 称 玉 (2, 扩 为 共 堪 对 称 核 ,简称 对 称 核 或 Hermite 核 .， 

设 玉 (z, 四 ELs[La,5J, 容 易 证 明 到 (zx, 四 为 对 称 楼 的 充分 必要 
条 件 是 对 任意 的 wp, %EZsra 有 

(Ky, p)= (9, Ky). Ep 

所 以 与 二 对 称 核 相 应 的 积分 算 子 (1. 1) 是 紧 自 伴 算 子 . 

若 五 (z, 纺 为 对 称 核 , 容易 看 出 其 登 核 亦 为 对 称 核 . 


“了 了 7 = 


$2 特征 值 存在 定理 


对 于 豆 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 有 下 列 重 要 的 关于 特征 值 的 存在 
定理 . 

定理 2.1 设 天 为 吾 上 的 紧 自 伴 算 了 ， 且 五 夭 0( 或 即 | 五 |! 
天 0)， 则 至 少 土 上 二 | 之 一 为 五 的 特征 值 . 

证 本 定理 是 要 证 明 : 存 在 9 源 0 使 


天 9 一 一 下 19 2.D 
中 至 少 之 一 式 成 立 ， 若 能 证 明 这 一 点 , 划 必 
天 28 一 | 下 让 9。 C3: 


及 之 , (2. 2 成 并 时, (2.1) 之 一 必 成 立 ， 事实 上 ， 

(RK:— I KI)g= (K+IKID EIKI Dg=0. 
游 2= (及 一 Kl)g 关 0, 则 (EK 二 1K1DB 二 0， 赤 一 ij 下] 为 下 的 特征 
值 ; 若 %=0, 则 | KI 为 的 特征 值 。 所 以 只 要 证 紧 自 伴 算 子玉 有 
特征 值 I 基 上 即 可 , 亦 即 要 证 明 (2. 2) 成 六， 


由 | KI 的 定义 
IKi =supl 敌 . (2. 3) 
对 于 es 之 0, en->0, 必 有 1fs| 一 1， 使 |K1 一 en< 上 Kfni 所 i KI 从 而 
liml Kf =1 Kl. (2. 4) 


因 K? 紧 , 对 于 oj==1, 必 有 子 序列 , 仍 记 为 所 ,使 K*f, 收敛 到 JE 
五 . 因 |K| 关 0, 可 写 f= P= Ky, gE 五 ,使 

KE:f,— | EK'!:g} ->0, NR-—>00, (2. 5) 
若 我 们 能 证 明 
《 因 引 4 三 卫 这 时 g 半 只 ， 则 由 下? 的 连续 性 '( 因 下 ! 为 线性 有 界 ) 


* 1s- 


de] 


必 有 
IE°f,.-- Kg] ~—>0. {2,7) 
出 (2. 5) 及 极限 的 唯一 性 可 得 到 (2. 27， 于 是 命题 将 获 证 ， 然 而 
(2.6) 与 
Rf — iK Lg->0, 多 -CO (2. 8) 
等 价 ， 故 只 须 证 人 2. 8?。， 我们 这 样 来 估 讨 : 
Kg 一 fp 
< irl?g— Rf tlR Ef + 
Tb (2.9) 
当 no0 时 ,由 (2.5), 二 式 右 端 第 一 项 趋 于 零 ,第 三 项 为 
[Ef TKI = — 1x:|, 
由 (2. 4) 趋 上 零 ， 至 于 中 间 一 项 将 其 平方 后 , 有 
Ef | Rf fy? 
= ERIf. Ni Rf Kf Kf foe) — EfN Cf Kf,) 
= Ef + | Ef -21 Kf CKfn, Kfn) 
Ef —|Kf :=|E: Kf — 1Ef, 
SENNEKfFN? IKf N= HE 1K 
由 (2.4) 它 趋 十 零 ， 有 了 以 上 分 析 就 不 难 写 出 证 明了 . 
为 叙述 简单 起 见 , 几 本 书 涉及 的 紧 自修 算 子 , 篆 设 下 隆 0, 不 另 
声明 . 四 
注 1 定理 中 的 自 伴 条 件 是 重要 的 . 例如 取 非 对 称 核 及 (x, 六 ) 
= sinrzeosxg 0<z，g#<1， 算 子 (1. 1) 无 特征 值 ( 见 第 一 章 $ 4 
注 1). 
又 如 下 为 Volterra 积分 算 子 且 K(x 办 SEL[a，5] 针 ， wp 一 
AKg 一 0 对 任何 4 只 有 零 解 , 故 无 特征 值 ， 这 时 


#1=| Kk Cx) f(D dy, f(r) ELaLa, b1. 
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# DSS 
K*{r,y) = 1 0, i 
则 
Kf=| K*(s,9) f(y) yy, 


(Lac play = | KG, arey 
<| [IEG nD iy <+o, 


从 而 天 是 [La， 妇 上 :的 紧 算 子 .但 注意 这 时 即使 K(x， 胃 
一 天 (95 2)) 天 * 也 不 见得 是 自 伴 算 子 . 例如 下 (zz 的 二 1 一 下 (加 2z) ， 


故 
,yr 0,¥ < 


人 人 yr, 1 
天 省 并 不 相等 ， 故 *, 或 者 说 作为 Volterra 算 子 并 不 是 自信 
算 子 . 

注 2 定理 证 明 过 程 表 肯 所 得 特征 值 < 的 模 为 | Ai = EK- 
sup] 到 1, 由 (2. 扩 可 求 出 一 囊 上,1 一 1， 使 |Kf1 一 1k|， 这 说 因 
141 具 有 某 种 极 值 性 质 , 握 此 可 求 特征 值 最 大 模 的 近似 值 ， 

这 个 定理 说 明 ， 九 上 的 紧 自 化 算 子 iK| 关 0 至 少 有 一 个 特征 
值 存在 ， 下面 举 出 仅 有 这 样 一 个 特征 值 〈 且 为 单 特 征 值 ) 存在 的 
例子 . 

例 设 积分 算 子 


KF- {Kz, wf) oy, 
其 中 f(r) EL2L a, bj A 
KEY) a(r) oy), 


其 中 (x) EL:Les 8]，atz) 寺 0， 显然 是 Lz[a,54 上 的 紧 自 伴 算 
+ 120 。 
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子 ， 因 为 
me 
Ka(z) =| alr)at ey) =|aleCz), 
所 以 al? 及 atz) 分 别 为 K 的 非 零 特征 信 及 相应 特征 函数 ， 另 外 
可 以 证 明 没 有 别 的 非常 特征 值 了 。 事 实 上 , 设 5(z) 为 另 一 非 零 特 
征 值 8 对 应 的 特征 函数 , 则 
Kb(s)=pBb(r), BA0. 


另外 
K5(D) 一 (| at oy dy els), 


(| zo day)e(s) 86s) =0. 


从 而 glz)，5(z) 线 性 相关 ， 可 见 它们 是 同一 特征 值 的 特征 函数 ， 
改 知 有 唯一 的 单 特 征 值 i aj 二 0. 且 由 定理 2.1 看 出 ijK|= a 


833 展开 定理 


定理 3.1 (Hilbsrt-Schmidt) 设 右 为 可 分 的 Hilbert 空间 ， 
不 是 日 上 的 紧 白 佬 算 子 , (为 二 的 不 为 零 的 特征 值 的 全 体 (有 
限 或 可 列 个 , 按 重 数 计 )，{gp;} 为 相应 的 标准 正 交 的 特征 消 数 的 全 
体 , 则 fE 五 时 ， | 


Kj= Zu (f, pi)p (3. 1) 
按 五 中 的 范 数 意义 收 伐 , 且 可 排列 诸 4; 使 得 
1 六 | 下 | 之 和 (3. 2) 
此 4; 有 无 穿 个 , 则 
人 (3, 3) 
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证 证 明 的 方法 是 这 样 : 首先 通过 某 种 途径 找 出 部 分 的 特征 
值 及 特征 国 数 , 然后 逐步 找 则 它们 揭 全 部 ， 由 开 开 是 可 分 的 ， 其 
夸 征 明 数 至 多 可 列 个 ， 因 调 可 变 它 们 蕊 标准 正 交 化 ， 然 后 从 找 出 
的 特征 兴 及 特征 函数 中 发 现 ， 悟 及 五 了 的 展开 其 律 . 

(1) 找 出 {4s} 及 {ps} 

由 上 节 特 征 什 存在 定理 ， 宇 少 土 | 之 一 必 为 特征 值 . 设 4 
一 上 KK! 为 重 特征 值 , 记 作 后 = pa 一 2 二 用 其 对 应 标 叭 止 
交 特 征 国 数 为 pp gao 对 应 于 4 二 一 上 1， 有 4 一 庆 重 ， 记 为 
Vat 一 一 Ha 一 一 1 下 1!， 其 对 应 标准 正 交 特 征 图 数 为 prt 1,…, Pn 
(也 可 能 天 =0 或 下 一 有 

令 


Kf= Kf Sf, Fi) pa (3. 4) 


五 ， 是 五 一 阳 的 线性 有 界 算 了 于 ， 线 性 明显 ,有 寞 则 可 从 
iKofl< (nt DIKIIA 


Kf Di(f, Pi) ps 


定理 得 证 ， 共 IK.| 关 0， 则 须 进一步 找 出 的 其 它 特征 值 及 特征 
国 数 ， 这 需要 下 列 一 些 辅 允 命题 . 
设 五 , 为 p1，…， gn 张 成 的 线性 子 空间 ，H# 为 Hs, 的 正 交 补 
空间 . | 
命题 1” 五 , 及 HH; 皆 为 线性 亲子 空间 ， 且 关于 算 子 五 为 不 
变 子 空间 ， 
因 任 休 * 维 线 性 赋 范 空间 与 % 维 欧 氏 空间 间 构 ， 由 后 者 闭 推 
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出 前 击 亲 ;其 次 ， 当 f= 六 apiE, 时 
4 一 1 
五 了 一 > wrk pi = SaupeEH,. 
一 1 7=:] 


及 而 五; 为 不 变 子 空间 ， 

对 五 # 而 言 , 对 任意 的 ,fzEHr，c1，Cs 为 常数 ， 有 (cf 十 
cafas Fi) — orfis pe) + ealfos ps) 一 0 一 1 ,RR, 所 以 Cif ezf: 
EHn; 又 设 ifw} CH5, fn>f， 则 由 (fm,8;) 二 0 可 推 得 (f, gp) 二 0， 
$ 二 1,,R， 天 fEHn; 最 后 由 fEHa 得 (Kf pi)=(f,， Kpi) 一 
Hf Pi) 二 0,17 二 1+ 故 有 KfEHL， 命题 得 证 . 

注意 此 时 五 ,及 瑟 x* 脆 为 Hilbert 子 空间 . 

所 消 达 宇 辣 的 了 空间 4 与 BB 之 家 和 是 指 

48= {fi +fzolfiEd, fs€B, ALB}. 

命题 2” HH::H,DPHI. 

证 由 Hilbert 空间 的 投影 定理 @, 命 题 立即 得 证 . 

东 记 天 EV 了 +EH#, 由 命题 2* 对 任何 EH 有 

了 一 六 十， 
的 六 和 五 故 


Psy (fs Pi) := >) (f+, Pi) Pi= 2 (4, Ji pr 
i=1 1=1 i 


从 而 我 们 有 
f= fp) pet, fiEH. 《3. 5) 
命题 3° Kof Kf (3.6) 


QD 见 夏 道行 等 编 4 实 变 冰 数 和 江 国 分 析 ? 下 册 《【 第 二 版 ), 高 等 教育 出 版 社 , 1985， 
p. 276, 
e 23 了。 


证 由 (3,4), (3.5) 


Kf -=- Kf 及 Zu {f, Pi} Pr 
了 一】 


=K 了 Sf pp)= Kf 


由 于 玖 关于 KK 不 变 ， 本 命题 说 明 KK, 是 一 Hi 的 线性 有 
界 算 子 , 相当 于 站 由 王 s-> 百 ,的 作用 ，. 

命题 4” 当 IK,| 关 0 时 ,是 吾 # 上 的 紫 自 伴 算 子 , 其 在 HH， 
上 的 范 数 为 | 有 Kl. 

证 由 于 KK 存 玉 上 线性 有 界 , 自 伴 ， 在 于 空间 H+ 上 更 不 待 
富 ， 现 了 证 下 在 上 的 紧 性 . 任 取 他 ws} CH 了 fw 和 双 ,由 正在 如 
上 的 紧 性 , 必 存 在 {fw'}CC{ffm} 使 Kfm' 一 ge， 但 Kfm' EH# 县 
五 !; 为 Hilbert 空间 ,于 是 gEH;, 从 而 下 存 HL! 于 紧 ， 

其 次 

[KK =supl Kf!I<<sup' Kf =supl Kfl, 
ey 4f. ts 1 fi=1 


下 
FEH 读 


从 而 在 在 互 s 的 范 数 为 | 五 时 ， 证 毕 . 

注意 ]K;| 与 |K1 的 关系 

和 
7EET EH 

但 臣 按 我 们 现在 的 作法 有 

命题 5 1K,;|<IKj. 

证 ”用 反 证 法 ， 设 

IE =snpl Kf ll 
JE5 二 

由 存在 定理 , 至 少 士 | 五 四 = 土 | 下 | 之 一 为 看 作 友 # 中 算 子 时 的 
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特征 值 ,其 相应 属于 25 的 特征 函数 也 必定 是 把 天 当 作 原先 刀 中 
算 了 时 相应 于 这 个 特征 值 的 特征 抑 数 . 因此 至 少 存在 某 个 pyE 忆 加 
这 与 作 共 pb psE。 了 矛盾， 改 | 下 让 < 天 1. 

注 ”所谓 按 “作法 *， 即 是 把 士 | 玖 对 应 的 所 有 特征 函数 张 成 
空间 囊 ,， 若 不 是 这 样 作 , 比 如 说 , 14 二 …=|psf， 将 pz 对 应 的 
gi 张 成 万 ,万 , 的 正 交 补 仍 记 为 Ht， 那么 命题 5° 将 不 真 ，( 见 后 
面 (2) 之 1°). 

现 仍 问 到 壤 定 理 证 明 革 米 ， 由 命 幅 4", K 是 开 ; 十 的 紧 自 伴 
算 地 , 昌 . 设 范 数 jK, 关 0， 依 定理 2. 1, 至 少 土 |KK, 之 一 为 其 特征 
值 , 设 为 8500 mfr 二 三 | 4ml 二 上 ,ji 其 标准 正 交 特征 
函数 为 pati …, pm; m>>n， 由 5° 看 出 

1 一 二 | 人 Us 一 一 | An]。 

作 


Knf = Kf— Pps Pp 


P's Tm 缚 成 FH»,, 上 惧 目 交 补 为 Hi, 把 从 换 为 名 时 命题 1 一 5" 辣 
样 成 立 ， 当 iKm|=0 财 ， 


Kf= Zulf, P14) Pi 


定理 得 证 ; 当 上 Km 去 09， 利用 命题 41?， 即 上 是 上 上 的 紧 自 件 算 
子 , 义 可 找 出 Hw 上 下 的 特征 值 及 特征 国 数 , 如 此 继续 下 去 ， 最 线 
有 两 种 可 能 : 或 者 到 某 步 特征 值 .特征 函数 只 有 有 限 个 就 停止 了 ; 
或 者 可 无 限 地 进行 下 去 ， 但 因 瑟 是 可 分 空间 ， 至 多 可 列 个 本 又 
而 已 ,. 

《2) 找 出 特征 值 的 规律 

证 崩 中 我 们 看 出 
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[a= > | = = | > (3.7) 

这 说 明 特 征 值 有 如 下 性 质 ， 

1° 特征 值 存在 定理 中 的 4 是 玉 作用 于 相应 空间 中 模 最 大 的 
特征 值 ， 设 瑟 , 是 由 91,…, 9; 张 成 的 空间 (n= 二 1,2,…)。， 由 命题 
4°, 玉 是 有 HL，…, 右上 ，… 上 的 紧 自 伴 算 子 ,其 范 数 分 别 为 |K ;|,…， 
EK, 而且 YK KE = Eh = | | Kl 
= Ta HE, = | garrb, nn, Kn = | pm 1, 
KI=1E .=.= EIE, =.…= Kn > En = 
这 表明 对 任意 的 正 整 数 p 仍 内 能 与 
: 1K5b1 志 HKI  ( 即 命 题 5° 的 注 ). 
2 把 (3.7) 写 成 按 模 不 增 的 形式 就 是 (3. 2). 
3” 证 limpn=0, 事实 上 因 |pnl 之 0, 且 | pn! 单调 不 增 必 存 企 

Him An| 一 Info = {0. 


现 证 明 局 >0 不 可 能 .否则 的 话 , 将 有 
pea 
J 


由 到 的 紧 性 ,存在 (pw) Cipw), K( 汪 -pw )=wo 为 Cauchy 序 


<l1 
i 


列 , 且 玉 ,mw > 吕 时 |p 一 po' 0， 这 与 pw 一 pm 一 0 
相 六 盾 , 澡 i 一 0. 

《3)》 汪 明 Kpf->0, 了->co， 

由 (1) 的 命 天 3°,4° 及 (2) 之 1* 对 任意 整数 2 


[Koff EA ELK = | ll (3. 8) 
由 (3. 5) 
类 i/2 
lA (Sle) ) (3.9) 
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又 出 Besse] 水 等 式 ， 
\ 直 


(> sm) 1) | 下. (3.10) 


将 (3.9), (3.10) 代 入 (3.8), 且 由 (2) 之 3° 
Kofi 2 fl | as+ |—>0,p>00. 
这 就 得 崖 (3.1). 
按 定理 证 温 方 法 找 出 的 非 等 特征 证 和 特征 函数 (有限 或 可 列 
个 ) 必 然 是 完全 系 ， 若 不 然 ， 设 还 男 有 特征 值 v 关 0 及 相应 特征 也 
数 罗 隆 0， 有 下 多 二 2 另 一 方面 ,由 (3. 了 DD) 式 , v8 二 DY， 四 ;， 


但 多 必 与 2: 正 奖 , 且 因 > 和 0 从 而 区 =0, 了 矛盾 ， 证 毕 . 

本 定理 说 明 对 值 域 中 任意 元 素 Kf 可 以 作 Fourier 展开 ， 对 
于 定义 域 中 伍 一 元 {SH 的 展开 有 如 下 定理 ; 

定理 3.2 二 ,到 , {441}, {9 的 假定 同上 定理 ,对 于 仔 何 fE 五 
有 


f= Df, Ppt ho, ToEN(K), (3.11) 


其 中 六 (五 ) 为 五 的 零 空 间 , 和 式 中 的 项 有 限 或 可 列 ， 可 列 时 是 指 
按 矿 中 的 范 数 收 化 ， 

证 设 K 的 标准 正 交 的 特征 消 数 全 体 ( 有 限 或 可 列 个 ) 张 成 
容 间 Ho, 其 正 交 补 为 是 .如果 五 " 是 亲子 空 间 ， 由 投影 定理 ,对 
任意 大 歼 

f=f1+f2, EHo, fsE Hi. 
册 五 ,的 定义 ,并 注意 到 (fo, i) =-0, i 二 1,2,…, 有 


f= Digi= >) Cf1, Pi) P= Df, Pi) Pi. 
i i i; 


”了 27 。， 


故 只 须 证 Hs 为 打 子 空间 , 且 太 5 二 和 N(K) 即 可 .将 Ho 有限 维 ， 则 
显然 为 闭 子 空间 ， 设 Ho 无 限 维 , 考虑 与 豆 同 构 的 空间 12，[ 是 


由 坐 球 为 (ai， 0o0 有 s， | ca， | ?< 心 十 co 的 元 素 组 成 的 空间 ， 由 


泛 钞 分 析 知 道 1; 为 完 曾 线性 峰 范 空间 , 故 豆 o 亦 然 ， 
又 车 jEN(K), 由 上 一 定理 


0= Kf= Sf, PO) pi 


从 而 (fF) 二 0, 于 是 fEHi; 反之 若 fEH5，(f, 1) 二 如 由 上 一 
定理 


Kf= Dp (fs Pi) =0, 


从 而 JEN(EK). 故 和 WN(K) = 五 5， 证 毕 . 
当 五 为 积分 算 子 (1 1) 时 ,其 核 的 展开 有 如 下 定理 ， 
定理 3. 3 设 HH 二 Ls[La, b ,a,b 有 限 或 无 限 ， 
Kf=| Kz, yf (ady, 


了 (z)E Lola, bi, K(x, PEL a b], K(xsy)¥0, K(2, P= KY,2), 
{4} {pi) 同 定理 3, 1, 则 


K(x,y) = DS Hpi(t) PY), (3, 12) 


和 式 按 工 ; 的 范 数 收敛 ( 当 4; 有 限 个 时 , (3.12) 中 下 (x,y) 表 为 相 
应 和 的 有 限 委 |). | 
证 4&; 为 有 限 个 时 ,结论 明显 ， 现 讨论 无 限 个 的 情形 ， 因 在 
Za[o b; 纪 室 间 中 , 内 积 
(pi(z)910)， pi(z)97C97) 
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=| Le (2) pi P(r pW adzrdy 


0，t 天 7 
-ooe02= | 1 ¢ 
15 ey, 
所 以 {9p; (zx)g;()} 晨 “9, B45] 中 的 标准 正 交 系 ， 因为 


(Kl, ,ple BD) =| | Kg) pe) razay 
= 二 | 1pr(z)12gz 一 po 


为 证 明 (3. 12) 即 须 证 


K(x) — Dp (x) pr 
t=1 


=| [RGD ardy— Fils0, n>». 
“人 JJ 人 
或 即 须 证 
本 -br-b 
Dut=| .| IK (8,8) farady. (3.13) 
t=1 
当 ze 辕 定 肌 |， 如 ] 果 K (xo, 9) A y 能 展开 为 


0 
Kr) = BI) Ko g(ay JP 
1=1 “~ ’ 


= Dp (zo) pi(8) (3.14) 
i=1 
按 LoLa, 8j 的 范 数 收 伍 , 则 利用 下 (4) 一 KCyyz) ,有 
K(y, 0) = 2 pp 0) ylY). (3. 15) 


这 时 必 有 关于 的 封 闪 性 方程 
* 12I。 


b » 
Bile d= {Ky ay | IK(Gro) dy 


(3.16) 
成 立 ， 刊 用 Lebesgue 未 项 积分 定理 对 zo 积分 就 得 (3. 13)， 为 证 
明 (3. 14) 牙 等 价 的 (3. 15) ,注意 到 fE 有 时 
0=Kf=| K(f mdy= (f(y), RC)) 
= (f (1), Kly,7x)). 
从 而 当 z 固定 时 芭 (y,z)EHo, 按 上 定理 中 有 ,的 定义 ， 


ba 7 a a 
KCY, zh) 一 Z| Ky, WIN Pi(#) dy )e (y) 


EE=1] 


up p(y). 
i=:1 
这 就 得 到 (3. 15)。 证 毕 ， 
推论 ”在 定理 3.3 假 没 下 
可 = 全 IK Gy) 1dzdy (us 有 限 或 可 列 个 ). 
基干 积分 算 子 信 咸 中 的 函数 的 绝对 一 至 展开 有 各 下 定理 ， 
定理 3.4 设 术 LCa ,4,5 为 有 限 ， 
Kf= | Kr, f(D ay, 
其 中 feEL.[a, 5 
人 Eee hay<m, (8. 17) 
K(z, 9) 0, K (2, 9) — KY, 7) {Hi}, 92 同 定 理 3. 了 旭 
Kf= > Ai PO Ps 


tl 
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为 绝对 一 发 收 化 (4 有 限时 ,上 式 右 端 为 有 限 和 )， 
证 仅 就 4; 无 限时 还 明 . 由 (3.17) 及 ,8 有 限 知 (x,)EL， 
按 定理 3. 1, 可 按 平均 收敛 展开 


Kf= Sfp)p (3. 18) 


要 证 明 上 式 为 绝对 一 致 展开 ， 只 须 证 上 趟 右 端 绝对 -一致 收 仇 即 可 ， 
央 为 (3. 18) 右 端 一致 收 丝 时 必 平 均 收 策 ， 由 平均 收 敏 极限 之 唯一 
性 知 必 绝 对 一 致 地 收敛 于 K. 


考虑 mi 和? 充分 大 时 (mm 全 7) 
各 
Blah pod <(BIF, 0) (Dll). 
(3. 19) 
tH(3.18), (3,17) 
Sg ls MM, 
更 有 
二 
(eic 站 SM. . (3. 20) 
由 Besscl 不 等 式 
六 | (六 pi 和 上 
知 左 边 级 数 收 伊 ,从 而 几 到 充分 天 时 有 
Si, wail’<e, (3. 21) 


e 为 任意 小 ,将 (3.20), (3,21) 代 入 (3.19) 有 
?了 了 了 * 


Dy luslf Ppl < Me (mm 充分 大 , 关于 z 一 致 )， 


定理 得 证， 


34 含 紧 自 伴 算 子 的 Fredholm 方程 
设 五 ;下 , 44i}; topf 同 定理 3. 1, 我 们 来 考虑 线性 F- 开 方程 
vw—ikg—f, feH (4.1) 
及 线性 FF-I 方 程 
Ko=f, f€EH (4.2) 
在 互 中 的 求解 问题 以 及 解 如 何 用 特 征 值 及 特征 函数 来 表示 的 问 
题 吕 特别, 当 是 Fredholm 积分 算 子 (1. 1) 时 就 得 到 相应 积分 
方程 的 和 解 ， 本 节 中 为 行文 简洁 起 见 , 恒 假定 上 有 可 列 个 ， 当 然 所 
有 结果 对 4; 只 有 有 限 个 时 成 立 更 无 问题 


4.1 线性 -JI 方程 
假定 方程 (4. 1) 在 五 中 有 解 ,根据 定理 3, 1, 3.2, 可 写 


p= Dp, pr) ps Po, Kpo=0, (4, 3) 
2 二 1 

f= > (ff, pr) Prt fo, Kfo=0, (4. 4) 
n= 上 

Kp= Sn(P, Pn) Pn (4.5) 


二 1 
将 它们 代入 (4.1), 得 
中 这 里 移 F-] F-1I 方 束 意义 比 第 -~-: 章 $ 1 的 定义 已 有 扩充 ,这 里 是 算 子 方程 ， 
五 为 线 往 有 界 算 子 ,但 不 限 寺 积分 算 子 ， 
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>) (P， Wa) Pn i- Po— A Dur, Pn) Pn = Sf, pa) pr fo. 
n= 1 


从 请 
go=fo, (1—Ana) (Pp, sr) = (f, Pn). {4. 6) 
以 下 分 有 丙种 情况 讨论 ; 


(1) 设 1 关 元 Ca 一 2) 将 


(fg4) 


(gp, pr) -= 1 —Ann 


代入 (4.3), 则 有 
o-Ps 4.n 


由 假设 |1 一 un4| 守 0, 用 因 Ln>0, 故 存在 N, 使 当 n>N 里 ， {au,| 
<< 却 , 从 而 


11 一 pel 沁 1 一 14|1pal 之 去 


取 k=min( 主 ， ‘min 11 一 As4| 让 则 


11 一 42| 之 帮 21 
对 任何 = 成立, 故 
| < ") “<If<+o (4. 8) 


从 而 上 上 式 左边 的 级 数 收 敛 ， 这 意味 着 (4.7) 是 有 意义 的 ，wEH. 
《4.7) 还 可 以 改写 为 


= ] 一 /1 nn 上 全 2 二 全 
yg 二 f+ > e+ srth gn) Pi 
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一 了 十 pa 0 -dy Pua) Pne 5 C4. 9) 
(4.9) 确 是 (4. 1) 的 解 ,只 须 代 入 (4. 1 直接 验证 即 知 ， 又 由 于 有 解 
必 为 形式 (4. 9)，, 故 (4.9) 是 (4, 1) 的 唯一 解 ， 

(2) 设 对 菜 个 或 菜 些 n, 4 元， 此 时 如 果 (4.1) 有 解 ,由 (4.6) 


(f, pn) =0, 
即 了 与 齐 次 方程 


， 
|] 4. 10) 

Led (4. 10. 

的 任何 解 正 交 , 由 (4.6) 知 ,对 4 二- 的 mw (9, 9 可 以 任意 ; 而 对 


1 天 二 的 mo 仍 有 


(人 


{Ps pn) = 1—Ap. 


由 (4. 3), 这 时 解 的 形式 为 


Pp 二 fo 十 3 0, Pn 这 cnpn， 
I —Apn 


其 中 cs 为 任意 常数 , 上 式 可 改写 为 
P= fo 十 . 2 pa Pr) Pn 


1-lnun 


和 0 


十 4 Hf pg, 十 > Cnagn'， 


i~aApa= 
注意 到 对 于 1 一 is=0 的 由 有 (wo) 一 0, 上 式 又 可 写 为 
9 一 加 十 己 (六 8。 ， 之， be) pt DE wp， 


4 一 4 一 
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~/f+14 Y1 Hu (fy Pr) pr ei (4.11) 


上 
1 一 2m 关 由 4 1 


(4. 11) 确 为 解 ,直接 代入 (4. 1) 验 证 即 知 . 
(4 由 必 有 艇 {4. 11) 将 其 代入 (4.1) 验 证 即 知 ， 

总 之 , 由 (1),(2) 的 讨论 , 我们 得 到 如 下 定理 . 
上 上 的 紧 自 伴 算 子 )， 则 

(1) 当 4 玉 六 (n=1,2,…) 时 ,方程 (4 ]) 对 一 切 FE 五， 有 了 哈 
一 EH 的 解 (4. 9); 

(2》 当 对 十 基 些 n，4 一 地 时 ， 当 且 仅 当 扩 与 (4. 107 的 任何 部 
正 交 纯 (f, pw) 二 0 时 ,方程 (4,1) 有 解 (4. 11), 其 中 6, 是 任意 常数 . 

注意 本 定理 就 是 Fredhoim 择 一 定理 存 对 称 核 积分 方程 的 特 
殊 形 式 (假设 下 是 以 对 称 核 玉 (zx, 9) EL 为 核 的 Fredholm 
型 积分 算 子 )}、 不 过 齐 次 方程 是 否 有 非 零 解 换 成 了 是否 等 于 某 
些 二 . 又 因为 〈4. 1) 的 齐 次 方程 和 华 随 齐 次 方程 此 时 为 同一 方 
程 , 即 


Nes Lg 
所 以 了 与 {4, 10) 的 解 正 交 即 是 了 与 伴随 齐 次 方程 的 解 正 交 . 


4.2 线性 F-I 方程 
设 方 程 (4 2) 在 有 瑟 中 有 解 (4. 3), 代 入 (4.2), 得 


Sup, Ps) pu 一 2) (Ff, Pn) pnt fo. 


n=1 n=1 
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这 就 得 到 如 下 必要 条 体 ， 
1° fo=0, 
2” JER(K) = N+(K), 其 中 (KD) 为 K 的 值 域 空间 ， 
3°” 坟 (gp; po 二 (fra)/ 4 代入 (4.3), 得 


p= 飞人 中 za) gst+ go(poeEN(K) 可 任意 )， (4. 12) 
N=1 ”有 
且 必 须 
Sg!. Ug) too, z (4. 13) 


以 上 1° 与 2° 并 不 独立 ， 即 fEN+(K) 时 ， 则 它 所 对 应 的 fo 一 0， 
实际 上 , 轩 foEN(K), 故 


0=0,f0)=(B ,pd ptf ) if 


于 是 fo=0., 

定理 4.2 设 且 ,下 , {yr}, {ga} 同 前 定理 ,了 EB, 则 

(1) 方程 (4. 3) 在 五 中 可 解 的 必要 充分 条 件 是 了 LN(K), 且 
《4. 13) 成 立 , 这 了 时 解 为 (4. 12); 

《2) 方程 (4, 2) 在 吾 中 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 人 (五 ) 只 
有 零 元 , 旦 (4. 13) 成 立 , 这 时 解 为 


p= DLP,. (4.14) 


证 (1) 必要 性 已 证 , 现 证 充分 性 ， 了 LN(K) 时 , fEN(K) 
二 RC(K), 即 存在 gE 吾 使 了 Kp=f， 这 说 明 (4.2) 有 解 。 若 有 解 , 共 
形式 必 为 (4. 12).(4.13) 成 立 保 证 了 pE 互 . 

(2) 有 了 唯一 解 时 , 解 必 为 (4. 12) 之 形 , 因 解 唯一 ， 故 po, 二 0, 即 
N(EK) 只 含 零 元 ;反之 , 若 (2) 中 条 件 成 立 ， 因 和 W(K)= 二 40}， 故 解 
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必 存 在 ,日 其 形式 为 人 4, 12) ,其 中 2 一 0, 亦 即 解 p 的 形式 为 (4. 14)， 
同样 (4. 13) 保 证 了 pe 如 ,证 毕 . 


5 二 阶 正则 微分 算 子 
5.1 Sturm-Liouville 问 题 


求解 某 些 二 阶 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 ， 党 党 可 化 为 求解 下 列 
形式 的 常 微分 方 往 的 进 值 问 题 
WF) Fr) Cx) 十 [aa(z) + AB CL) az) 一 fts), 0<7rE1, 
Ru) = uC0) 二 Ga £0) = 971, (5, 1) 
Ri(4) = bu(l) i+ bu (1)= 2 
其 中 a; 6;, 9 为 实 常数 ,4 为 复 常 数 , a (5), BCz), 了 (C2) 为 [9,1] 上 
的 连续 实 函 数 ， 
[ai 十 |ez 和 天 0， | 一作 十 | 2230 
u(x) 是 未 知 国 数 ， 以 上 问题 称 为 Sturm-Liouville 问题 , 简 记 为 
S- 工 问题 . 
如 果 我 们 令 
By) ol" ， 
用 一 zz) 乘 原 方程 酚 谢 并 改变 函数 的 记号 可 将 方程 改写 为 
一 (CPM ED 二 (gz 一 47C2)JEO) 二 8927， 《5.2) 
其 中 2(7),2 (2),8(z), 了 (2z) 皆 为 [0,1J 上 的 实 连续 函 数 且 
~ 72)>0. 
为 了 求解 (5. 1) ,我 们 引进 微分 算 子 
Lu=— (pF)u) T+) y, (5. 3) 
首先 考 虐 绞 简 单 的 下 列 诸 问题 
a (5. 4) 
RW) = 1 =1,2; 
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Lu= g(r), z 
pe (5. 6) 


UR,(u) =0,i = 1,2. 
(5. 4), (5, 5), (5.6) 分 别称 为 Starm 非 齐 次 问题 , 半 齐 次 问题 , 齐 
次 问题 . 
Sturm 半 齐 次 问题 是 关键 ， 因 为 齐 次 问题 是 于 齐 次 问题 的 特 
例 , 自 不 待 言 ; 而 非 齐 次 则 题 也 可 如 下 化 为 半 齐 次 问题 ， 著 有 已 知 
函数 中 (Cx)EC2[0,1] 且 使 Ri(B) 二 [4.(2 二 1,2), 又 设 (5.4) 有 解 
y= 人 -}-v, 
代入 (5.4) 有 
Lu=g—LD, 
(RV) =0, 1=1,2. 
十 是 成 为 从 齐 次 问题 ， 而 (x) 很 容易 求 得 : 令 
P(r) = Aort A 
通过 Ri 加) 二 7,，i 二 1,2, 立即 可 定 出 4o, 4i， 
定义 ”如 果 工 为 二 阶 线性 微分 算 子 ， 其 定义 域 及 算 子 什 域 中 
的 函数 x 及 工 xz 稼 属于 工 ,[a,5] 且 4 满足 问题 给 定 的 边界 条 件 , 则 
称 这 样 的 函数 组 成 的 类 为 了 类 , 记 为 uEJ. 
半 齐 次 问题 5. 5 的 求解 问题 的 实质 就 是 问 是 否 存在 形 如 


Ku 一 | ECs, u(y)ay (5.7) 


的 积分 算 子 下 ,舍得 对 一 切 weLs50,1J, 有 KuEJ, 且 
也 下 2 一。 《5. 8) 
也 三 是 说 微分 算 子 工 是 否 存在 右 逆 积分 算 子 五 使 (5. 8) 成 立 巴 . 寿 
(5.8) 果 然 成 立 , 那么 
中 以 后 将 证 明 , 这 种 天 如 果 存 在 ,也 是 工 的 左 逆 算 子 ， 
138s 


uu= Kg (5.9) 
就 是 半 齐 次 问题 (5. 5) 的 解 , 我 们 一 定 会 问 : 工 何 时 存在 逆 尺 ? 其 道 
是 否 玲 一 ? 族 牙 有 什么 和 性质? 各! 何 找 出 道 了 Ke? 在 一 定 条 件 下 可 以 
对 上 述 问 题 作 出 肯定 的 回答 ， 所 请 找 出 逆 臣 ， 即 是 寻求 下 的 核 
有 (xz,Y)， 我 们 可 以 证 明 , 在 一 定 人 条 休 下 ,下 (zx, 引 是 连 续 的 而 且 是 
共 斩 对 称 的 ， 因 此 K 是 紧 自 位 算 子 . 五 (z, 妨 称 为 Green 国 数 
《关于 Green 询 数 的 确切 定 浆 , 后面 再 给 出 )， 
现在 重新 问 到 S-L 问题 
Lu=g(2) 十 AZ 
ee i=1,2. 
与 Sturm 问题 一 样 ，S- 工 问题 (5. 10) 的 关 健 是 半 齐 次 问题 
(Ex 一 80z) 十 Ar(z)2 
{RCu) =0 
的 求解 。 如 果 我 们 把 上 式 中 的 9 (7) 十 A724 视 为 已 弗 黄 数 , 这 噬 
是 Sturm 半 齐 次 问题 ， 由 (5.9), 问 题 (5. 11) 化 为 积分 方程 


w(x) -4| r (EC, Pu dy = Fs) 


(5. 10》 


(5. 11) 


1 
0 

P= KC 9 

为 已 知 铺 数 ,并 暂 设 尺 (zx, 办 已 求 出 ， 不 妨 设 r(x) >>0®, 用 Vr(x) 

委 上 方程 两 端 I 

一 一 一 一 -1 OO 一 一 一 一 
Mrlaju(z)— A VT) KG, Nr ay 
=V T(r EF.(2). 


OD 否则 和 的话， 必 存 在 襟 数 Ts 使 rzyTry 在 55。 11}) 中 令 ri1(%) =7{2) 一 7T3 在 
(5.3) 站 令 qi(z) =g(z) 一 i, 则 化 为 已 知 祖 形 ， 
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令 
w(x) = rr ur) F(X)= F(z) ATY)， 
K(x,9) =vVr(r) ry) K (ry), 
得 
os) A) KiCz, oN) dy =8(). (5. 12) 


它 是 一 个 对 称 连 续 核 的 积分 方程 ， 如 果 能 证 明 (5. 10) 与 (5. 12) 的 
可 解 性 等 价 , 则 前 者 的 求解 问题 ,就 化 为 后 者 的 求解 问题 ， 而 这 在 
上 一 节 中 已 经 研究 过 了 . 

综 上 所 述 ， 求 解 边 值 问题 (5. 1) 的 关键 是 寻求 定义 在 类 上 
的 微分 算 子 〈5. 3) 的 右 逆 积 分 算 子 〈5,7?， 亦 即 求 Green 函数 
Kt{7, Y). 

另外 ， 在 线性 微分 方程 中 常常 考虑 所 谓 特征 问题 , 即 S-L 齐 
次 问题 中 , 当 4 为 何 值 时 有 满足 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 , 这 个 4 称 
为 微分 方程 的 特征 值 , 对 应 4 的 非 零 解 称 为 微分 方程 的 特征 函 多， 
这 样 的 特征 值 ,特征 函数 是 否 存在 ? 特征 函数 是 否 构成 完备 系 (也 
就 是 能 否 按 特征 函数 系 蝴 开 空间 中 的 元 素 )? 这 是 二 阶 偏 微 分 方程 
分 离 变 量 法 的 理论 基础 , 根据 前 面 所 述 可 以 明白 , 这 个 问题 可 化 为 
相应 紧 自 伴 的 积分 算 子 KK 来 讨论 , 即 太 是 否 存在 特征 值 及 特征 也 
数 ,特征 函数 系 是 否 完备 的 问题 ， 


5.2 二 阶 正则 微分 算 子 的 道 

+. 六 函数 的 物理 萌 景 

6 阴 数 在 探 采 三 阶 正则 微分 算 子 的 逆 积分 算 子 中 起 着 重要 的 
作用 ,我们 类 介绍 必 的 物理 得 景 及 形式 音义. 

点 典 汕 数 是 描写 “每 一 点 都 有 一 个 数 ” 的 - -种 对 应 ， 例 如 线段 
:51 上 的 线 密度 为 连续 隔 数 p(x), 风 [a, wj 上 总 质 蜗 为 
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m(z)= | p(t, oe<r<h, 


有 反之，P(2) 一 12' (2), 
如 果 单 位 质量 集中 在 ?==0, 即 


(00,2 天 0， 
m(x) ss rb, 
如 得 密度 分 布 为 
ee i er (4) 
20,w 二 0， 


这 个 密度 分 布 不 符合 古典 函数 定义 ， 不 能 简单 理解 为 几乎 处 处 为 
等 的 函数 ， 客 则 , 在 Lebesgue 音义 下 , 将 有 


| ecoaz=0， 
而 由 物理 意义 明显 地 应 有 
| p(s)dz =1. . (**) 


由 (4), (x*) 所 定义 的 密 庶 分 布 op(z) 虽然 不 是 古典 的 函数 , 但 它 毕 
竞 是 客观 世界 中 一 种 数量 的 反映 ， 我 们 称 之 为 6 阔 数 ， 按 照 上 述 
质量 集中 分 布 , 记 


| se)ez= 1 当 [e 0 包含 原点 ， 
| .652dz=0, 当 [4,5] 不 也 含 原点 ， 


而 一 定 要 按 十 典 国 数 那 样 定义 的话 , 则 有 
0，2z 天 0 


co, r=0 


OCz) -| 
6 函数 的 一 个 常用 性 质 起 , 对 任意 连续 函数 xz) cszso, 有 
| (eu(Way=u(e). (5, 13) 
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这 可 形式 地 说 明 如 下 , 用 中 值 定理 的 思想 


| epDuay=| SDuWay 
—u(2*) | (x—-y ay = u(x), or*<d 
当 s->0 时 得 (5. 13). 
上 面 对 6 盖 数 只 作 了 形式 地 引进 ， 因 为 这 里 只 是 把 它 作为 探 
求 二 阶 正则 微分 算 了 的 逆 积 分 算 子 的 手段 ， 而 由 此 所 求 出 的 逆 积 
分 算 子 是 藻 正 确 , 区 依 靠 最 后 的 检验 ， 并 不 要 6 函数 的 严格 理论 ， 
6 函数 是 一 种 广义 函数 ,而 广义 函数 要 用 泛 函 方法 来 定义 ,关于 广 
文 函数 的 定义 及 运算 性 质 , 读 省 可 参看 有 关 书 籍 DP， 这 里 就 不 详细 
介绍 了 . 
2， 我 们 先 来 考虑 这 样 一 类 二 阶 微 分 算 子 ,它们 将 是 我 们 今后 
要 定义 的 二 阶 正则 微分 算 子 的 特例 . 
考虑 二 阶 微分 算 子 
Lu=— (pu) (x), {5. 14) 
其 中 2 (2z)，9(z) 为 [0, 1 上 连续 的 实 函数 , P(x) 汪 0、 工 定义 在 4 
及 了 ur 皆 属 于 了 [0,1], 且 二 请 足 边界 条 件 
Ga(0) 十 aaw (0) =0, | aor):+ [fal?#0, 
Bul1) +bou (1)=0, 1b|?-+ 1b :#0 
的 类 上 . 共 中 app 为 实数 . 
首先 我 们 看 出 ,在 边界 条 件 (5. 15) 之 下 ， 微 分 算 子 是 白 伴 的 ， 
即 对 任意 的 4d, 2 人 有 


(5, 15) 


(Lu, 5) = (4, Lv) 
(不 过 我 们 注意 这 里 所 说 的 自 伴 与 $1 有 点 不 同 :3 1 要求 算 子 是 有 
界 的 , 而 这 里 的 工 可 能 是 无 界 的 )。 这 是 因为 

DD 例如 , 忌 道 行 竺 编 * 实 变 函 数 与 泛 孙 分 析 >( 第 二 版 ;下 肌 第 七 章 ， 高 等 教育 出 
版 社 , 1985。 
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(Lau, 2 — C2, Lo) 
-| ji- (PL )' qr) us—L — (pr) BY) + g(a) oul ds 


= P(E)Lud’ 一 好 可] |， 
=p(1)CaC 1) —u (1)5(1) J— 2(0)Cu(0)5 (0) 
一 名 (0) 豆 (0) 了 (5. 16 ) 
由 于 
qu0) + a (0)=0, aw(0)+aw’ (0) 一 0， 
bu(l)}-t ba 1)=0, Bvt1)+bv (1)=0. 
设 56, 去 0, 则 
1)= pu(1), 1)= -1). 
于 是 
uC1)5' C1)— 2 (1)5(1) 一 一 兰 w(Da(D 二 Dew (1)0'(1)=0, 
【 1 
当下 一 0 时 ， 显然 
wll)=T(1)=0, 
仍 有 
ulaC1)—u (1)3c1)=0. 
于 是 人 5. 16) 右 端 第 一 个 方 括号 为 零 ， 同 样 可 证 第 二 个 方 括 导 也 为 
零 ， 故 荆 自 作 ， 这 一 条 件 是 保证 逆 积 分 算 子 KK 自 伴 的 前 提 ( 假 如 
存在 的 话 ), 因为 
(Kao) = (Ku LERo—=LEY, Kv)—=(u, Ke) {5,17) 
现在 我 们 来 寻求 工 的 逆 积 分 算 子 K: 


Ku=| KC, yj uy dy (5. 18) 


使 得 


。143 。 


LEu=-.u, | (5,. 19) 
并 且 KuEY, 


首先 假定 乒 存 东 ,形式 地 进行 运算 , 找 出 起 (z, 纪 的 表达 式 ， 
然后 再 严格 弛 检验 天 (zx, 外 是 我 们 所 求 的 核 疫 数 ， 
设 (5. 19) 成 立 , 利用 (5. 13) 


J C6 Kz, sta) KC, 9) jaay 


=| ,5Ce—p) u(y)y. 


这 里 暂 设 w(7) 吓 连续 的 (以 后 将 去 掉 这 个 条 件 ), 十 是 需要 
— (PIKEAT YIN) TIEK (x,y) Oxr—y). (5.20) 
为 使 Ku 满足 边界 条 件 (5.15), 须 
aK (0,8) -i- aK (0,9)=0, 
OK(1, 3) bsK(1,Y)=0, 
我 们 视 y 为 常数 来 求解 (5. 20), (5. 21)， 
当 z<y 时 
en Ke(2,Y))r IT)K (zy) = 0, 
aK(0,y) -+ aK(0, 9) =0. 
由 线性 常 微分 方程 理论 知 , 有 满足 齐 次 方程 线性 无 关 的 函数 (2) 
及 uz(2) 使 


(5. 21) 


KE(s,y)=0(9)% (2) + cs(y) (2). 
由 边界 条 件 可 得 
Qc (Fu C0) Fao2y) 2 (0) + asci (yu (0) +aecae(¥) 2 (0) 
=c(DE ae (0) + avi (0) + es2 (8) Law2(0) -+ qsws 0) J]=0. 
(5. 22) 
可 以 断定 ,上 式 右 端 两 个 方 括 写 不 全 为 零 ， 否 则 , 营 
a (0) - 42 (0) = 0, 

Be ; tou2 (0) =0, 

了 学 了。 


由 于 ou Gs 不 全 为 零 , 于 是 
w(0) uf(0) |_ 
Ua(0) ws(0) 
这 与 刀 (X)，wWwz(?) 为 线性 无 关 相 予 盾 .于 是 (5. 22) 中 ee1( 办 与 
c2(9) 线 性 相关 、 不 妨 设 
ca(z) = oc (Y), 


于 


[ay 


K(x,g) = (ur) oc (Yult) 
OPE) Fau(r) i cg) Rr), (5. 23) 
其 中 (7X) 甘 0, 否则 w(z), wet7) 双 将 线性 由 关 . 显然 K(x) 在 [0， 
1 上 有 连续 的 二 阶 导数 . 
同 埋 , 妆 x 守 y 时 ,求解 


— (pC7) Ka, Y)): ! g(r)K (x, 9) =0, 
人 1) bsKs(1,9) 一 0， i 
得 出 
K(x, 9) =c (9) hal2)®. (5. 25) 


kw ) 0，Eo(Y) 在 [06，1J] 土 有 连续 的 二 阶 导 数 . 综合 (5. 23)， 
《5. 25), 得 
(C1(9) kX), wy, 
tca(¥) ks (2), ZY, 
要 求 出 下 (zx, 四 人 须 定 出 ci( 纺 及 6219)， 故 还 顷 对 下 (x, 引 附加-- 些 
条 件 . 首先 说 下 (rz,9) 在 x2 二 y 是 连续 ,于 是 

C1 (WOR CY) cs(y) ka(y), 


K (xz, Y) = 《5. 26) 


或 
CVI REY) — Cay) ha(y) = 0. (5. 27) 


名 ”注意 这 里 的 c;( 办 已 不 是 藤 面 的 cziy) 
»145. 


态 设 下 (zx, 四 作为 z+ 的 函数 在 Xx¥ 时 (zx,8)， 牙 (wy) 连续 ， 
H. 再 并 8 十 0, y), Ky—0, 站 存 在 . 在 (5， 20) 中 对 和 内 3 一 2 积分 
至 23 十 e 


EC Ks, 8) tg) Kr, 的 ]m 


={ (ep) d=| 6(4—) = 1. 


或 者 
一 2Z(8 十 6) 下 (8 十 By yg Hoy KR (Yy—e, y) 
十 | KC Dy 1. 
作 < 一 > 
1 
再 xfg 一 0.2) K.(y+o0, y) peyy 
为 使 于 式 满足 , 由 (5. 26) 知 , 等 价 士 旨 求 
CVO RY ~ Ca YOR CY) py (5. 28) 
a 
EY) 一 天 (8) | 
Ey) 一 No | 
出 (5. 27), (5. 28) 联 立 , 可 解 岂 
加 js 人 3) 
2 PY LE CH Ra Cy) ~— kiCy) RE Cy) 
2 wy) 
oa PONELR CII Ca -在 和) 克 《区 
代 人 (5. 26) 有 
和 (88i(YX) 
K(x,y) = WC (5. 29) 
ee BWRAE) | | 
wg) 
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其 中 
wo PO EI RY EYRE CY) 1. 
我 们 求证 明 2 的 是 : 当 妾 ， 玫 实 上 二， 只 更 汪 意 到 有 (zy 人 zz) 满 
是 方程 
(POLOEAE)) ITF 0, i=1,2. 
»(9) 的 导数 确实 恒 等 下 零 : 
Ww (9) = (pkiks — Phsk1)’ 
一 入 kiks Phi- phits— p' bik 一 phak — phLk! 
= kt{ CPhI)) —h (PE)') = kaghi — bqk Oo 0. 
用 色 记 这 个 常数 , 且 用 第 -一 章 $1 的 记号 , (5. 29) 可 写 为 


(cz 人 一起 Ge 和 ee) (5. 30) 


这 样 我 们 在 纪 关 0 的 条 件 下 形式 地 求 出 Green 函数 (5. 30)， 注 意 
到 入 0 这 个 条 件 是 很 重要 的 ,因为 当 ww 冯 0 时 ， 方 可 从 (5. 27)， 
(5. 28) 中 解 出 c, (所 及 cz(y)， 从 而 炒 出 (5. 30)， 且 天 (x,y) 有 总 
多; 车 w= 二 0, 则 KCZ) 与 Ea(X) 线 性 相关 ,容易 证 明 ( 反 证 车 ) (5. 27)， 
(5, 28) 必然 无 解 ， 

下 面 给 出 Green 函数 的 确切 定义 ， 

定义 5.1 所 谓 K(zx,9) 是 算 子 工 的 Green 函数 ， 是 指 满足 
下 列 条 件 的 函数 ; 

(1) 于 (2 所 在 0 委 z,y 魏 1 于 连续 ， 

(2) 下 (2 幻 作为 2 的 国 数 ， 在 * 天 y 时 吾 -(z3)， 瑟 -zyg) 
连续 ， 

《3) z=y 时 天-(x,9) 有 第 一 类 间断 点 , 凡 
= 
py) 


《44) 以 天 (rz,9) 为 核 的 积分 算 于 ,对 任意 aELs50, 1]， 
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1 
Ku=| K({r,g) uy) dy, Kuey, 
0 


LEY¥=. 
3。 现 在 我 们 流明 出 关 0 时 ,Green 的 数 是 存 在 的 . 由 我 们 的 
作法 ,从 (5. 30) 出 发 , 定 闵 中 的 条 件 (1,(2)，(3) 是 明显 的 ， 现 证 
明 (4)。 设 所 2Z)EZazL0,13 则 


oz)=Ku= 吉 | 有 Cf hal) oy 
th (7)| Cw() 由 | 


oC) TR) | Duy LR 2) ka (yu | 


这 里 对 z 求 导 是 对 [0, 口 几 乎 处 处 的 = 可 以 进行 的 . 
2(z) 足 满足 边界 条 件 的 : 
uv(0) 二 av (0) 


=B[ak(0) + oki (0)I| haly) uly) dy =0, 
Di2(1) oer {1) 
=[hh(D) bs]| FCy) u(y)ay =0. 
又 因 
—(p(5)0)' = pr) | ki) uy) ay 
CZ) 和 CD 


k(x) | (u(y) 
l. a “0 


。J1A3。 


RZ Rr) ur) Lh (1) | f(t) wy 


-有 (zs GOxz)|， 
— (p57)0)' + qs) 


rR 


buy | Lh hl = us). 


这 就 证 明了 
也 下 中 一 全 。 

显然 及 疡 毕 属 于 二 [0,1]， 条 件 (4) 获 证 。 

4.， 诈 积分 算 子 天 的 存在 条 件 

前 面 讨论 中 知道 , 工 的 逆 积 分 算 子 存在 的 必要 充分 条 件 
是 包 隆 0, 但 验证 这 个 条 件 必须 知道 (2z)，K2(X),， 这 是 不 方便 的 ，. 
我 们 希望 从 问题 本 身 直 接 判 断 有 无 道 算 子 存 在 ， 这 就 有 如 下 的 
定理 : 

定理 5.1 定义 在 J 类 上 的 微分 算 子 (5.14) 有 逆 积 分 算 地 
(5. 18)( 玉 %EJ) 的 必要 充分 条 件 是 4= 0 不 是 微分 算 子 (5.14) 的 
特征 值 , 或 即 , 齐 次 边 值 问 题 

了 4 一 0， 
中 

仅 有 需 解 . 

证 设 工 有 道 积 分 算 子玉, 则 4 二 下 g 二 KK0 二 0, 即 4 二 0 不 是 
被 分 算 子 (5. 14) 的 特征 值 ， 

反之 , 要 证 明 4= 0 不 为 工 特征 值 时 , 过 有 六 基 ; 或 者 让 明 工 
无 道 时 ,4=-0 为 二 之 特征 值 亦 可 , 设 工 没有 刻 , 则 w=0, 由 

w= wy =p LR (9 hy) — Es(y) FCy)] 
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知 
by) ky) — Ey) ER CY) =0, 
即 ,上 线性 相关 ,不 妨 设 
kT)= Bt), BO. 
因为 (IT) 疾 0, 且 满 足 
— (PTI CL) + HTML)=0, 
ok (0) + aki(0) =0, 
Dik,(1)+bRi(1)}=0. 
这 就 是 说 4=0 为 工 之 特 企 值 ， 证 毕 . 

5，4=0 不 为 工 的 特征 值 计 , 工 的 逆 积 分 算 字 是 唯一 的 ， 亦 即 
Green 陋 数 是 唯一 的 ， 

设 工 有 逆 积 分 算 辽 KK 1, Kz, 使 对 任何 we 上 L250,1J, 有 

0 

R(K i2) =0,i,7=1,2, 

如 

rt i 

Ri(K iu-— Keu)=0,1=1,2, 
由于 4=.0 泵 是 蕊 的 特 生 值 , 亦 即 以 上 这 值 问题 仅 有 和 零 解 ， 即 对 任 
他 zx 有 
K 2 = EK 2 

改 五 := 五 *。 证 毕 ， 

6. 工 的 道 积分 算 子 五 的 性 质 . 

1” 政 为 紧 自 伴 算 子 且 丘 关 0， 由 (5.30) 有 看 出 五 4z， 扫 在 
0<z，2s<s5l 1 过 续 ， 且 为 对 称 核 ， 天 (z， 急 和 关 0， 布 自 伴 性 与 从 
[5. 16) 推 出 (5. 17) 的 结果 相 吻 合 . 

2” 五 为 右 逆 亦 为 左 逆 算 子 。 因为 从 
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(La (PCTD)U (2 
LR,(u) -0,1=1,2 
视 一 (pCz)w) gz)a 为 已 知 函 数 时 ,有 解 
u= KL—(p(r)w)’ reCz)a]， 
元 za- KLu, 玫 及 为 上 之 左 逆 算 子 . 
3。 到 与 二 的 特征 值 互 为 倒数 ,而 且 有 相间 的 特征 函数 ， 事 实 
十, 设 p 吉 及 sz0 使 Kps=pnpr 则 LEKg,= pnLps， 即 Lg、 
= 六 Pe 反之 , 设 有 go 关 0 及 加 使 Lp。=4gmy 则 瓦 Ls 二 加 ps， 


Fe 

7，4=0 不 为 的 特征 值 时 , 工 的 特征 函数 系 成 为 完备 系 . 由 
定理 3.2, 因 到 是 紧 自 伴 算 子 ， 设 {4144} 为 及 的 非 零 特征 值 的 集合 ， 
{gi} 为 相应 标准 正 交 特征 函数 的 集合 ,对 于 任意 fEL[0, 1] 


BK op, = 


f= Df, Pp: tfo, Efo=0. 
要 证 圳 1p;} 完 备 , 只 须 广 明 入 (KXK)== {0}, 事实 上 由 
Kfo=0 
各, 必 有 
LKfo=fo=0. 

获 

了 一 S10f, gi) Ps. 
级 数 在 下 均 意义 下 收敛 . 

如 果 代 本 , 且 


Lf= ~ (9(7)f) + (2)s, 
(RA(f)=0, i1=1,2, 


a {5]» 


f 一 五 [一 (BCZ)P) + qe)f]. 
又 区 (x,#) 连 续 , 误 足 


1 
| 1g GD ly <M, 


根据 定理 3.4 
f= Df, pp | 


为 绝对 一 ' 致 收敛， 

综 上 讨论 , 我们 得 到 如 下 小 结 性 的 命题 

定理 5.2 定义 在 J 类 上 的 微分 算 子 (5.14) 有 紧 自 伴 的 逆 积 
分 算 子 (5. 18) (KwEJ) 的 必要 充分 笨 件 是 4=0 不 是 微分 算 子 工 
的 特征 值 ， 这 时 

(1) 道 积 分 算 子 是 唯一 的 , 玫 为 天 的 右 逆 亦 为 左 逆 ; 

《2) 工 与 有 相间 的 特征 函数 , 其 特征 值 互 为 倒数 ; 

《3) 下 或 工 的 标准 正 交 特征 明 数 系 {94} 构 成 [0, 1j 的 完备 
系 , 即 对 任意 feETs[L0, 1j, 有 


f= (f, Wi) pi; (平均 收敛) 


(4) 当 fEJ 时 , .上述 吕 式 绝对 一 致 收敛 . 
例 1 微分 算 子 
mn — 2", 
a(0)=u(1)=0. 

工 定义 存 媚 WEL2[0, 1j 且 满足 边界 条 件 的 类 上 , 这 是 算 子 (5. 14) 
的 特例 . | 

由 齐 次 方程 Lu 一 0 解 得 xw(z)=c1z-! ces, 由 边界 条 件 得 尺 ?) 三 
0, 故 2=0 不 是 算 子 王 的 特征 值 ,十 是 五 的 首 存 在. 现在 来 求 Green 
了 SS2 


灾 数 .要 使 二 Kx 一 性 即 
也 | Ks, Wu)oy=) dz uy) ey 


或 
LK(z,Y)=6(7—#), 
亦 最 
《一 下 sz(zy 8) ~=6(x— 9), 
(K(0,Y) = EKE(1,y)=0. 
当 xz<y 时 ， 


站 (zy 4) = 01(Y) + cs(¥)Y, 
出 天 (0, 纪 =0 有 5( 力 =0) 当 zx 时， 
K(x,y) =cay) Te Ys 
握 下 01, 四 二 0 知 ; C4( 引 二 一 ca(9), 十 是 
\C2(¥)z, Ca 
A 
狗 要 求 六 (x, 办 在 + 二 y 连续 , 故 
catY)Y = cD (1—Y). 
于 是 
Py (1 7, 
(es (¥) (1—2), zy. 
将 (5.32) 对 % 积 分 ,对 任何 充分 小 的 >>0, 有 


(Kel, We) 6 -n=1, 


y-e 
—Kr(y+ £» y) 二 KK.(y——e,y) 一 土 
即 
cs(y) tesly) (1 ~) = 


得 ca()=y. 故 


(5. 32)》 
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Do 
(ly(1— zx), x 之 
则 然 我 们 是 假设 u(z) 连 续 , 并且 用 形式 做 法 得 到 i 但 由 
于 前 面 的 论证 , 我 们 的 做 法 是 有 理论 保证 的 . 
下 面 我 们 来 求 工 的 特征 函数 系 . 由 


下 (zy, 3 一 zc(I 一 ZX>)》 = 


一 2 -zf 
已 证 明 4= 0 不 是 特征 值 。 其 次 ，4<0 时 也 不 是 特征 值 ， 因 这 时 
上 述 方程 的 一 般 解 为 

2U(ZY》 一 Ce 十 Cae-Y-7az。 
代 和 人 边界 条 件 , 得 
Ci 十 os 一 小 
| 

此 时 显然 

1 0. 

| ev 二 ev 一 


下 起 C1 二 cs 二 0,24(7) 三 0。 再 者， ee 
因为 
ED ERT 
其 由 (e- 4i)*=a 十 Bi, 代 人 边界 条 件 
J c= 0, 
Ce ee (+ttd 一 0 

| 1 1 
etid pCo+id) 
从 而 ec. 一 0 二 0, u(r)=0, 

所 以 , 具有 4>0 时 才 有 可 能 为 特征 值 ， 此 时 
-54。 


天 0. 


2IJ)--oleoss 2 wl cosinv AY. 
:4(0) =0, c=0 
u(T)— Csinn 4Z, 
#01) 二 0, 求 得 
4 一 32mr2， 有 一 1 2 
sinnxx 为 齐 次 方程 的 非 零 解 , 令 
| CiKsinnmz)2stlzr 一 1,cs 一 /2 ， 
赦 {2,} 一 {fasz3j，fpn(z) 一 { /了 sinnxz] 为 特征 值 及 标准 正 交 
特征 函数 系 , 而 且 是 Par0, 1 中 的 完备 系 , 对 任何 几 z)<Zs[0, 1]， 
征 有 


f(r) 3 (| ~ 2 sin 扩 工 yf (¥) jy Tsinnrz. 


证 器 级 数 平均 收 伍 ， 若 有 JELs[0, 1I] 且 f(0) =f(1D) =0, 由 
$f = = 
4/(0) =f(D) =0 


有 fj 一 玉 (一 7), 并 上 述 展 开 为 绝对 一 致 收敛。 


5.3 一 般 情 况 
上 段 所 考虑 的 二 院 微分 算 子 和 边界 条 件 还 是 比较 特殊 的 . 现 
考虑 更 一 般 的 算 子 


Ly 


=725L [— (Kx)u) -FSCZD (5. 33) 


各 更 一 - 般 的 混合 边界 条 件 
q(t0) 十 et (OF Ga | oa (1) -= 


(5. 34) 
四 [OO) Tbau CO -BAg(1) -Fb (C1) -: 
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的 情况 ， 其 中 so 有 为 实数 ,TCY),P(Z),4(7) 为 [0,1]J 上 的 实 连续 
二 数 ,7T(7) 二 0， p(T)>0, 


我 们 首先 还 足 芍 虚 边 界 条 件 如 前 的 情况 , 即 


Lu= SE (Pu )"' + a(z)u], 


aa(0) 十 eax (0)=0,1a|+|aelA0, 

ne 1 51 十 jpz| 天 0 

一 般 说 来 , 在 这 样 的 边 内 条件 下 , 我 们 得 不 到 工 的 自 伴 性 .这 主 槛 

是 因为 我 们 考虑 的 空间 不 够 理想 . 如 果 我 们 考虑 所 谓 带 权 的 空 
间 , 即 LC00, 1],7), 在 这 个 空间 中 的 内 积 和 范 数 分 别 定义 为 


(0).—{ rf RTI, 
l= (re) 1) a) 


《5. 35) 


0<ror(s) En, 
用 | 上.1 及 1 有 ;分 别 记 [0,1] 及 La([0,1J,7) 中 的 范 数 , 则 
rj 让 有 去 Sf <r 记 天. 
也 这 个 不 等 式 立即 看 出 工 工 0, 匡 与 三 s(0，1]， 沁 有 完全 相同 的 元 
未， 而 且 Za([0，1]，7>) 是 连续 国 数 类 关于 范 数 | 小, 的 完备 化 空 
问 . 因为 ， 对 于 任意 的 这 种 feL,([0, 1], 7), 上 feL,[0, 11, 由 于 
工 :[0, 1] 是 过 续 函 数 类 关于 范 数 1| .的 完备 化 ， 故 存在 韦 续 函数 序 
到 feEL: 0, 1 也 必 f,.EL2a(L0, 1], r)，, Cn = 1， 2， …) 使 | 
fr lf,— fl >0, n>oo0. 
由 三 加 权 的 缘故 ,我 们 就 能 象 (5. 16) 那样 证 骨 
(Lu, 0), = (uy Ly),. 
注意 工 是 定义 在 及 Lz 和 皆 属于 Lz([0,1]，*Y) 且 满足 边界 条 件 的 
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类 了 上 了 上, 对 任意 的 史上 式 成 立 . 
在 上 述 一 系列 假设 下 ， 关 于 算 子 (5. 35) 的 道 ， 有 完全 与 定理 
5. 2 相同 移 结 论 。 只 颇 罕 字 逐 名 重复 前 面 的 论证 就 行 了 。 不 过 要 
证 意 换 为 相应 空间 Ls([0, ,7), 道 积分 算 子 的 形式 相应 为 
Eu= | ra) Klr, Yuyady, Kucy. 
使 得 工大 2 一 2 即 须 


[re LE Gs De) 本 -MD 一 | rE) yy, 


大 二 


— (PEI KT, y)) HIT)K CY) = Or—y), 
aK(0,.y) + aK,.{(0,y) =0, 
DK (1,9) Tb K,.(1,9) =0. 


与 上 段 (5. 20), (5. 21) 完 全 相同 , 故 ww 去 0 时, 仍 有 


Ke 


容易 看 出 ,KK 是 自 伴 的 , 即 对 任何 的 a,vELs(F0, 1],7) 
(Ku, 9》 > 二 (C2, Ko), 
另外 ,KK 是 紧 的 ， 所 谓 紧 , 是 要 证 明 在 La([0, 1],7) 空 间 内 ， 在 范 
数 上 ,的 意 文 下 紧 .首先 对 任何 的 fEEa([fo,1,r), 有 三 忆 [0,1]， 
从 而 羽 JEEs[o,1], 于 是 天 JELs([0,1],7), 也 就 是 说 玉 是 Za([0， 
1] ,7) 到 自身 的 上 映 其 ， 又 对 于 任何 的 j /过 M， 有 | 用] 二 rr 于， 
网 算 子 五 在 工 :[0， 1 上 紧 ， 故 存 在 { 太 小 { 访 }， 使 
[Kf Kfarl, CrilKf, Kf ->0, n,m -oo， 
现在 , 考 虐 一 般 情况 . 
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定义 5.2 二 阶 微分 算 了 


Lu (PF) ) + os) 
和 
aia(0)》 十 aaz (0) Fasu(1) + ow (1)=0, Dlai| 70, 
记 (5. 36) 


4 
bu(0) + bou’ C0} + bout1) + bu (1)=0, Zs |b! 0, 


其 中 gq; 5: 为 实数 ，r(z)，p'(z)， g(x) 是 [0, 1] 上 的 实 连续 随 数 ， 
"(fF)>>0,p(7) 记 0， 算 子 工 定 义 在 类 上 ,对 于 任意 4,vEJ 有 
(Lu 0) — {us Lo2), 

则 称 工 为 aC50,1],7) 上 的 正则 微分 算 子 ， 

显然 前 面 研究 的 两 种 算 子 都 是 正则 微分 算 子 的 特例 .但 在 一 
般 情 说 下 ,不 是 总 能 保证 工 的 自任 性 . 

可 以 证 湖 ， 二 阶 正则 微分 算 子 具有 与 定理 5.2 完全 相同 的 结 
论 , 不 过 空间 娄 换 成 相应 欧 2(L0, 1j,7)， 


5.4 零 特 征 值 的 情形 

一 般 ,如 果 工 有 和 零 特 征 值 , 则 定理 5. 2 不成立; 这 时 在 全 空间 
ZL0,1j 中 不 存在 工 的 递 积 分 算 子 ,但 我 们 可 以 在 上 :50，1] 前 一 
个 子 空间 上 去 找 ,其 方法 和 如下. 

设 和 =- 0 的 一 切 特征 的 数 张 成 空间 Ho, 设 有 74 为 有 限 维 , 即 册 
oni(T) Po.《T) 张 成 ， 设 Ho 为 玖 es 的 正 交 补 空间 ， 是 然 Ho， 
Ht 均 为 线性 团子 空间 ,从 而 为 Hiibert 空间 ,并且 

Ls= HA Ht. 
笋 制 荆 在 i 上 ; 则 鞋 在 H3 上 存在 着 紧 自 伴 的 着 积分 算 子 五 , 于 
是 妆 YE 史上 时 应 要 求 也 uaE 吾 i， 对 于 Hi 若 玉 存在 ， 则 对 ueHi， 
有 
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LKu=u=| 6(z—y)u(y) Wy, 
LE{z,Y) =6(2—Y). (5. 37) 
但 6{z 一 和 并 不 与 Po HZE) 正 交大 一 1 nn, 我 们 令 


O*(r—y)—=o{7r—y)C— DJ po,s (Zo,s (¥) 


则 6*(z 一 人 就 与 pus(z) 正 交 : 
| 0G DP Pr OPar (=0. 
同时 站 wlz)EHS 时 ,有 
joc -u(y) dy 


=| 8DuD oy — Dpos (zj (9) Po TY uz). 
* 1=1 


因 开 效 (5.37) 换 成 
LEK{7,Y) =—6*(r—y) {5. 38). 
碟 比 较 合 于 .另外 到 (x, 引 是 HY 上 紧 自 伴 算 子玉 的 核 ， 设 2， 
pi 分 六 为 K 在 Hr 二 的 非 零 特 征 值 及 标准 正 交 的 特征 函数 ,根据 
展开 定理 3,3 


K (0) Tipit) pi) 


所 以 当 式 国定 时 ,下 (2, 衣 DE 及, 于 是 
1 a 
| K(x, Pa (dy 0, k= ,nN. (5. 39) 
例 2 Lu-—au” 
#(0) —u(1) =0, 


4 (0) -2 (1) == 0. 
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设 工 定义 在 类 了 上 , 边界 条 件 是 混合 的 ， 但 容易 验证 ， 对 任何 风 
2E. 有 

oe (Lu, 2) = (y, Ly). 
这 是 因为 


(Tis = Cus LV) = —u d+ ud 1)b =0. 
考虑 
Lu= Ad. 
当时 
az) 一 clsinAA A2r+ er cosv Az, 
出 边界 条 件 


cx(1 一 cosw 4 ) 一 cl sinv A 一 0， 
wesasins A + Ac (lcosv 4)=0, 


仿 


1 一 coswW A sinv A 
(2 /A(l—coss/ A) 
=2、/ 7 (1~coss A)=0. 
求 得 特征 值 为 
加 一 0 一 480272 R= 1 2,-…* 
对 应 的 标准 正 交 的 特征 彰 数 为 
ga(Z) 一 1，pue(2Z)] 一 AAA 2 econn x, Pro (LI=NM 2 ain28rz) 
Ee 
以 上 除了 加 二 0 对 应 一 个 特征 函数 gol7)= 二 1 外 ,其 侈 每 个 特征 值 
对 应 两 个 特征 函数 ， 
在 本 例 中 Ho= {1} 
Gy 一 四 一 (0z 一 1 一 1 


—Kr(x, y) =6(+—)—1, 
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以 及 下 列 四 个 条 件 , 
K(0,9) —K(1,9)=0, 
Ks(0,8) —Ka(1,y) =0, 
K(z, 四 在 zy 时 连续 ， 


| Eee， Woy =0, 
可 得 出 
下 (cz 芒 一 访 一 到 (2 一 za) 十 去 (z 一 9 
对 应 的 积分 算 子玉 为 L500,1] 上 的 紧 自 伴 算 子 , 且 在 五 ; 上 下 为 工 


的 逆 算 子 . 
根据 展开 定理 3. 2, 对 任意 ff(z)EZs[0,1]， 


了 (2z) 一 S(T 2x7nydy 7 


下 二 工 


二 (re V2 cos2rnydy )V cos 2Xn7 |+fo, 
foEN(KE)=H,=1{1}. 
两 边 对 > 积分 可 求 出 
fo =| ,Foar。 
级 数 收敛 是 指 在 ;的 范 数 意义 下 . 


5.5 非 正则 微分 算 子 的 情形 
微分 方程 
au” 二 二 (2 一 竺 jx 一 0， 0 区 zl1 


称 为 » 阶 .Bessel 方 程 ， 它 的 两 个 线性 无 关 解 记 之 为 J,(v 4zx) 及 
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NN, (MV 44x) 名 分 别称 为 第 一 政 第 二 -类 Bessef 函数 . 其 中 


机 


K 0 《大 -| pt) 
原 方程 可 改写 为 
计 - Cw) a = 和 
它 启 发 我 们 人 赋 究 算 子 
w= 寺 一 (zw) 和 4. 
为 简单 计 , 只 考虑 vy 二 1 的 情形 : 
mm- 站 一 (+ 二 
与 {5. 36) 对 照 
r(x) 一 xz， 在 z 二 0 处 7(z) 二 0， 
Sa 在 z= 二 0 他 p(x) 一 0， 
i z? 在 z= 0 处 不 连续 ， 
过 办 计件 了 包 只 能 加 在 z 三 1 处 ， 自 伴 性 无 法 验证 . 这 样 的 算 子 不 放 
是 正则 微分 算 子 的 条 件 , 称 作 非 正则 微分 算 子 ， 或 奇异 微分 菇 子 . 
下 面 说 明 对 于 这 样 的 算 填 ， 卫 的 逆 仍 可 能 存在 . 
例 3 求 微分 算 子 
Zu 一 去 (一 (zw)'+ 记 4) 《5. 40) 
u(1)—0 
航道 积分 算 子 ， 
当然 应 当 孝 虚空 间 Z2z([0,1],*) 且 定 浆 


(DN.ig) 又 称 Neurmann 函数 ,形式 较 复杂 , 恩 肢 不 刊 用 , 帮 不 写 出 . 
- 162 + 


(f,9)-=| sf (2) 9 dz, 


Fle =(( lf (0) ar)’, 
由 于 时 -171， 可 见 LO0，11SLe(T0, 11, 2), 但 f(x) 一 
( 生 <a<1 属 于 Za([0,1],z) 而 不 属于 [0, 1]， 从 而 50,1]C 
La([0,11,z). 假设 z | 
Ku= [yk Cs, uy) yy. 
须要 求 | 
时 | 一 ex Dt Dj 
| K(1,) =0. 
将 上 面 方程 收 写 为 
-| KC +(EK (esD) |=6(e—y), 


由 于 z 属 于 La([0,1],z), 而 5 不 属于 Lo([0, 1],?) 玖 令 c2(y) 一 0 


又 由 下 (1, 引 =0, 克 cs( 拉 一 一 cs (四 ， 假 设 K(x, 扔 在 z==y 省 继 并 
人 2 
[六 [一 ez 2) $ Kn l= 
J 工 
可 求 得 
K(x,y) -了 <( 寺 >) 
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容易 计算 出 ,对 任何 4,vELs([0, 1], x) 
(Ku, v0) 4s= (uy Ko)s, 

即 下 为 L(50,11,z). 上 的 自 企 算 子 ， 另 外 ,下 亦 为 Ls([0,1],z) 上 

的 紧 算 子 ， 实 际 上 , 设 人 -< 则 EA zf (2 有 = 上 als 和 ， 记 


Rf=| VK (%, DF dy, 


则 到 在 Lsf0, 1J 上 紧 ， 从 而 存在 {Vf C {Mj ), 使 
[KM zf — KN efn)>0, n,m >00. 
但 1Kf1。 =| 社 MV, 喜 . 


Rfs — Kf ‘1.=|1KMVRf, U KV afl, LE mo。 
五 的 特征 值 4 为 超越 方程 


1 
T(E)=0 
的 根 , 亲 为 Bessel 蝴 数 满足 方程 
rt 1 化 
(Ee) 
及 按 界 条 件 ， 用 {bo7i (而 术 ) 记 相 应 于 心 = 元 的 特征 函数 , 且 t。 
这 样 选取 ,使 得 


1 ri 
| zsITHV/ hr) d=1. 
-0. 


由 于 工 的 洲 存 在 , 由 Kj 一 0 可 推出 ZK/=f==0, 从 而 {hsJ CV/ 大) 
构成 I.([0,1],z) 的 完备 系 ， 对 于 任意 的 f(z)ELs([0,1],z) 有 


f(z) 到 Sy, /FDI eet TD, 


级 数 是 按 Lo([50,1], zx) 的 范 数 收 钱 的 . 
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8 6 展开 定理 ( 续 ). 正 算 子 


定理 2.3 中 术 玉 (x,y) 的 Fourier 展开 在 平均 收敛 意义 下 成 
让， 那么 在 什么 条 件 下 能 绝对 一 致 地 展开 昵 ?另外 , 登 核 五 ,(z; 好 
可 和 否 按 特征 函数 展开 呢 ? 这 些 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 . 我 们 先 从 
后 者 开始 . 


6. 1 关于 一 核 的 展开 
定理 6.1 设 KK(z,y)ELz[a,5] 不 忆 为 零 ， 为 白化 算 子 的 核 ， 
a,b 有 限 或 无 限 ，{4i}, {f8 直 加 为 对 应 非 雾 特征 值 及 标准 正 交 特征 
一 数 集合 ， 则 登 被 可 展开 为 
Kn.(Y, y) = Ipi(r) pi), 2 (C6, 1) 


右 端 级 数 当 一 个 变量 岗 定 时 对 另 一 个 变 景 为 平均 收敛 , 且 


(Kalz, odz= Sp?, n>2. (6. 2) 
-a f=1 

证 当 %=2 时 
K2(x, Y) = (KC, 2)K (2,Y) 4 ， (6. 3) 


在 定理 3. 1 中 , 视 算 子 下 作用 在 帮 2) 一 下 (2 幼 ( 把 9 固定 ), 则 


五 22 ¥) 一 之 Hp (K(z,¥), Pi(2)) Paz) 


i=! 


= Dl up p(s) (对 Zz 平均 收敛 ). (6. 4) 


@ 本 节 中 的 fy}, 人 gi} 肚 设 为 可 列 集 ,而 为 有 限 集 时 ,情况 自明 ， 
。 165* 


由 对 称 性 , zx 固定 时 , 上 式 对 3 平均 收 化 ， 
设 (6. 1) 成 立 , 则 


Kati(z, 8) 一 | Kz, z) Kz 3 


= Su(Ks(z,9), Pi:(2))p Ce) 
一 之 ， MAGrno pi(z) )o(s) 
t=1 j=1 i 


AE 


t=l 


现在 来 证 明 (6. 27， 由 4x: 一 0 知 ,存在 着 正 整 数 io， 当 i 这 i。 
时 ， 
2" pr) | || p(x) | n>2. (6, 5》 
但 
eA DNALAGIE 


<1 


由 于 右 端 为 正 项 级 数 , 故 可 和 逐 项 积分 ， 得 


| Kalo Dds = Dp 
和 t=l 
所 以 内 (6. 5) 有 


下 En I wr peo) Pas= Bap. (6. 6) 


品 然 对 于 有 限 项 有 


3 nl (6.7) 


4 一 


* I6%5 ，* 


在 (6. 1) 中 令 y= ,然后 积分 ， 游 虑 到 6. 6) 及 (6.7? 就 得 到 (6. 2)， 
证 毕 . 

本 定理 中 级 数 (6. 1 是 一 个 变量 岗 定 耻 对 另 一 变量 按 Ls 的 范 
数 平 均 收 化， 那么 何 时 纵 对 一 致 收 策 呢 ? 在 42>2 时 有 如 下 定理 . 


定理 6.2 设 | 1K(z,)[: 久 SM',4,5 为 有 限 , 其 余 假 设 同 
.上 定理 , 则 在 # 之 2 时 
Kz, 9g) 一 Dug (2) Pi Cy) 《6. 8) 


一 个 变量 固定 时 ,对 另 一 变量 为 绝对 一 致 收 全 . 
证 ”在 所 设 条 件 SA ON A 于 下 
钙 性 的 政论 ， 又 zn 汪 2 汗 
Ks) =| KC, 2) Ko 1(z, 


视 立 固定 于 为 算 于 不 值 域 中 # 的 苯 数 ,根据 定理 3. 4, (6. 8) 当 8y 国 
定 财 是 关于 x 绝对 -- 致 收 化 的 ， 同样 zx 固定 时 对 8 起 绝 对 一 致 收 
钱 . 让 毕 . 

定理 6.3 设 K(x,) 在 4 志 x,y 志 8 连续 ,ga 为 有 限 ,其 侠 条 
件 同 定理 6. 了 则 展 式 (6. 8) 当 rn 之 2 有 时 关于 4 所 +，Y 志 6 为 绝对 一 
- 致 收敛 . | 

证 ee 当 m= 二 2 时 有 不 等 式 

DACOLT HEIIE:S Cup (D1 tiugp(y)1 1]. (6.9) 

在 (6. 8) 中 , 当 % 一 2 时 令 * 一 y 有 


Kalz, 2) -= Spti ys) |). 《6.10) 


因 五 1tz, 办 连续 ,级 数 各 项 非 负 、 连续， 由 Dini 定理 知 ，(6. 10) 在 


a 1S *» 


[ae, 5 上 上 一 臻 收敛， 再 由 (6. 9) 知 ,2 一 2 时 全 感 或 记 ， 

又 了 充分 大 时 有 (6. 5), 故 ?>2 时 合 题 减 立 ， 证 毕 . 

. 注 有 二 1 时 本 定理 并 不 成 立 . le 
于 另 一 个 变量 为 平均 收敛 、 例 如 ,计算 表明 


| |K (x, 9) Pe |?a% 
如 六 
-| KG, DLA 


=k,(y, 4)— HAOIE 


由 于 (6.10) 一 致 收敛 ， 从 而 上 式 Rn~>00 上 时 关于 3 一 臻 地址 于 零 . 由 
对 称 性 ,同样 可 证 展 式 对 x 一 致 地 关于 8 平均 收敛 .回答 z 一 1 时 ， 
何 时 对 se<s,g<8 一 狂 收 伊 ,将 是 以 下 的 Mercer 定理 . 


6.2 Mercer 定理 


定义 6.1 设 下 为 了 上 的 自修 算 子 (K 为 线性 ， 有 和 界 或 无 界 ). 
营 对 任 窜 的 fE 玉 
(Kf,1)0, | (6:11) 
则 称 鸦 为 囊 上 的 正 算 子 . 
推论 6:1 下 为 HH 上 的 线性 有 界 算 子 是 当 fEH 时 , (KF, 了 ) 
之 0 则 下 为 正 算 子 . 
这 旦 因为 ， 内 泛 函 分 析 知道 ,线性 有 界 算 子 到 为 自信 的 庆 要 条 
件 是 对 任何 了 , (Kf, 户 为 实数 . 
推论 6.2 ” 阁 玉 为 万 上 的 线性 有 界 算 子 , 则 及 K* 和 下 * 玉 皆 为 
严 算 子 ， 
这 时 五 * 瑟 及 五 五 < 此 线性 有 界 , 且 对 fEH， 
.168 。 


(KK"f,f) =1K*fI>0. 
从 而 到 * 为 正 算 子 ， 辣 理 玉 * 下 为 正 算 子 . 

特别 地 ,车 玉 线 性 有 界 且 自 化 , 则 K? 为 正 算 子 . 

推论 6. 3 ” 设 忆 为 百 上 的 紧 自 你 算 子 , 则 五 为 正 算 子 的 充 要 条 
件 是 下 的 所 有 特征 值 非 负 .， 

证 ”由 (3.1),(3.11)， 得 


(Kf, f= Puil(f, pi) |’,. (6, 12) 


当 人 0 时 (Kf 了) 之 0, 由 推论 6. 1, 尺 企及 上 为 正 算 子 .反之 ,车 
对 一 切 fe 五 , (KFf, 了) 实 0 时 必 所 有 局 产 0， 否 则 ,， 苦 有 某 421,<<0， 
则 取 二 gi;。, 于 是 便 有 (Bio, pt) 一 上 iso<0,， 这 与 对 任意 的 fEH， 
(Kf, 了 ) 之 0 矛盾 . 证 毕 . 
§5 例 1, 例 2 中 的 工 均 为 正 算 子 ， 因为 它们 的 特征 值 非 负 . 至 
于 $5 例 3 中 的 非 正 则 微分 算 子 (5. 40), 即 


| = 却 (- (za 十 二 四 
u(1) =0, 
我 们 只 知道 特征 值 总 超越 方 各 
TV A)=0 
的 根 , 并 不 能 求 出 它们 的 具体 值 ， 然 而 我 们 可 以 证 明 忆 是 正 算 子 ， 
从 而 它们 的 特征 值 是 非 负 的 ， 四 为 
(Lu, -一 上 - Cau) tu as 


1 1 1 

十 | (zl 是 二 ?jd 
0 DC 放 

1 1 
-| (zl i 二 vl? dz>0. 

0\.- : 


故 工 的 一 切 特征 值 4, 守 0， 但 可 证 明 4=0 不 是 特征 值 , 因 蔡 上 w= 
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se 


= 一 wu 


0, 必 有 (Lab 史 = 一 0， 从 醒 2%e0. 

引 理 6.1 设 天 (zz 力 存 0 所 xz,y 所 1] 上 连续 且 为 2aL0 IJ] 上 正 
算 子 的 核 , 则 当 0 所 2 志 1 时 , K(x, 72) 守 0, 
证 用 反 证 法 . 若 存 在 ze 使 丘 (zo，zoj <0， 则 必 存 在 6>>0， 
使 当 |z 一 zo|<6, 1y 一 X01 过 6 时 


: K(x y)<0 
令 + 
_$1 9 [zx 一 zo| 委 6 
Js 1 0, |z—z,|>6 
则 


十 了 『 工 0 十 呈 


(Kf = | Ka, dz 看 <0， 
与 五 为 正 算 子 矛盾 。 证 毕 . 
“ 注 引 理 中 XX(z,9) 的 连续 性 可 减弱 为 (zy) 在 zy 时 连续 
即 可 . | 
定理 6. 4(Mercer) 设 玉 (z， 红 在 0 委 z，# 妈 1 上 连续 ， 且 为 
LL0,1] 上 正 算 子 的 核 , 则 


K(x,y) = Dgpi(r) py). (6. 13) 


展 式 对 0<<y， yl 为 绝对 一 致 收效 ， 其 中 {41}， {p(T)} 间 前 . | 
证 由 定理 3. 3, 展 式 (6. 13) 在 工 :平均 收 敏 意义 下 成 立 ， 为 证 
明 本 定理 只 须 证 (6. 13) 右 端 为 绝对 一 致 收效 即 可 ， 又 央 ，0， 
候 上 ”mm 于 各 去 
Hips (2) Pily) <(Ze 1¢, (2) | :) [wi [gs C9) | :) 
故 具 须 证 级 数 


Spslps sn) 1 


Li 
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对 0 所 z 所 1] 为 一 致 收敛 即 可 。 现 分 三 步 进 行 ; 


(1) 证 STAileosfz)1: 逐 点 收 伍 . 令 


EV) = KR) 一 人 Hipi(z)pi(g)， 
=1t 
出 8 
wi(2) = KCz, ply) 
MiJ0 


看 出 9; (zx) 是 连续 的 ,所 以 K 中 (z,9) 在 0<z，3y<1 连续 ， 且 易 见 
A (4), 扑 二 Oy;3)， 设 以 及 9(z,9) 及 K(x, 入 为 核 的 积分 算 
子 (1 1) 为 K， 及 KK, 则 KK 为 紧 自 们 算 子 , 有 的 特征 值 非 负 ， 由 8 3 
定理 3.1 证 明 中 (1) 之 命题 3° 


Kf=Ef— > uf PIPi=Kf 


天 是 从 吾 i-> 盏 的 算 子 , 按 8 3 定理 3.1 的 作法 ,了 在 吾 # 上 的 特 
征 秆 为 lssiy Wntz,…, 且 全 部 为 正 ， 它 们 亦 为 紧 自 位 算 子 下。 的 特 
征 值 。 由 推论 6. 3, 天， 为 正 算 子 ， 报 据 引 理 6.2 

KTV, 2) 0, 


: 即 
Fs lp LEEK, oNM. (6.14) 


这 就 得 到 (1)、 
(2) 证 加 固定 时 有 展 式 


K(x, yp) = pipi(s) p(y) (6. 15) 
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对 zz 绝对 一 致 收 伊 .…. 
二 为 由 (1) 及 56， 14)， 当 2 名 充分 大 时 有 | 


2 


Siem 


ST p(s) Fplg yo) 1 区 Me 


从 而 (6.15) 对 > 绝对 一 致 收效 
另 由 定理 6.3 的 广 知 ，(6. 13) 对 ys[0,1] 一 致 地 关于 zx 为 平 
均 收 敛 , 于 是 当 加 困 定 时 更 有 


五 (zy 86) = > Lipi(2) Pi (Yo0) 


关于 Y 平 均 收 和 俩 ， 由 平均 收敛 之 唯一 性 知 (6. 15) 右 端 关 于 x 绝对 
一 致 地 收 勾 于 五 (zygo) 
《3) 证 明 


K(zx) = Dl pir) | 
关于 z 一 致 收敛 ， 由 52) 成立 着 
KE(yoy0) = DH; p(y0) |), . 


右 端 级 数 为 逐 点 收 你 .下 于 它 扔 各 项 非 负 ， 且 收 敏 于 连续 函数 
到 (go go)， 由 Dini 定理 知 , 它 一 至 收 全 于 KK(Y,8)，、 环 毕 ， 

推论 6.4 设 玉 (xz, 四 在 0 所 zy<1 上 连续 县 是 具有 有 限 个 负 
特 繁 镇 鸥 自修 算 子 的 楼 , 则 Mercer 定理 的 结论 仍 成 立 ， 

证 设 算 子 五 的 畦 征 值 自 如 -: 起 为 正 , 则 核 
。I72。 


Km(z =R(E I — np p(y) 《8.16) 
i=1 
连续 , 共 轻 如 丛 ,其 对 应 算 子 K: 的 特征 值 为 正 ， 申 推论 6. 3, K; 为 
正 算 子 ,将 Mescer 定理 应 用 于 下 V(x,8y), 有 
站 各 (zy Y) 一 2 LPi (7) p(y): 


级 数 对 0<z，y<<1 绝对 一 致 收 化 ， 考 虑 到 (6. 16)， 便 有 (6. 13). 
证 毕 . 
推论 6.5 ”假设 同 推论 6.4, 则 


[ Ka, i (6. 17) 
“0 4 一 1 


证 由 推论 6.4 得 (6. 13), 在 (6.13) 中 令 y=7 逐 项 积分 使 得 
《6. 17) 


推论 6.5 是 代数 中 行列 式 的 迹 等 于 特征 值 之 和 这 一 命题 的 
推广 


定理 3. 3 前 推论 曾 断 言 Sa3?<< 十 co, 对 连续 的 正 算 子 有 更 强 


[| 
的 结论 Spi 之 十 oo， 
i=1 
例 1 22 一 一 证 ， 
| 4(0)=4u(1)=0 


是 35 例 1 中 的 算 子 , 曾 求 出 
. EK(z,y) ==.(1~—7,), 


1 
Han? 入]172 


由 (6. 17) 


ri a 
一 = a 
| 2<d1 T>) a2= i 6 
例 2 Lu= —2", 


4(0) —u(1) -=0, 
wu (0) 一 2 (1)=0 
是 85 例 2 中 的 算 子 , 曾 求 出 
下 (z 纺 一 再 一 于 (z> 一 za 十 于 (z 一 执 * 
玉 的 非 零 特征 值 为 
Hn R=1, 2 
优 而 
2 < 1 1 
| ,KG drin = 
上 式 出 现 倍数 2 是 因为 每 一 特征 值 重 数 为 2 ， 而 (6.17) 和 式 中 的 : 
特征 值 是 按 重 数 里 计 的 . 
例 3? 2 二 一 ce， 


uw(1)=0 
是 35 中 舶 例 3， 宪 的 特征 值 为 J (v4,) 二 0 的 根 . 我们 曾 求 出 : 


7 2 1 
到 《zy 人) = 去 c( 二 一 2 小 
考虑 到 我 们 是 在 Ze([0， 1],2) 上 讨论 的 , 故 (6.17) 应 为 
B= XE {7r, x)axr 


。T74 。 


i 


吉 注 站 的 是 ,这 里 我 们 并 不 和 这 外 个 Das i 地 能 确定 它们 之 各. 


$7 正则 微分 算 子 的 特征 值 
本 节 从 Hilbert 空间 中 紧 自 伴 算 子 的 特征 值 理论 出 发 来 得 
到 正则 微分 算 上 关于 特征 值 方面 的 一 些 信息 ， 即 证 明 二 阶 正 则 微 
分 算 子 宇多 有 有 限 个 负 特征 值 . 
首先 引进 比 正 算 工 更 广 意义 的 半 有 界 算 子 . 
定义 7.1 设 下 为 上 的 自 伴 算 子 (不 一 定 有 界 )、 车 对 十 
一 切 fs 二 ,存在 着 实数 47, 合 
(KI DEMRG PK DEF), . 
出 称 反 为 下 学 (上 学 ?有 界 算 子 - 


7.1 设 无 为 及 7 上 的 紧 自 伴 算 : 子 ， 则 下 为 下 站 有 办 第 
Ee 件 是 他 在 实数 本, 使 长 的 一 切 特征 值 ji 之 4*， 
证 (1) 必 贤 性 ， 由 (6.2) 


(Kf,f)= PNA 


没 存在 2*, 使 对 任何 fc 末 有 
(Kf,f) Af, 1), 
则 必 有 … 切 py 渤 如， 车 不 然 ,存在 菜 记 ， 使 p46 二 7， 取 二 i。 
则 
《站 gpDioy i.) -=— Hs A* (gio, Pi0)s 
与 假设 矛盾 ， 
(2) 充分 性 、 若 存在 实数 和 # 使 一 切 p 实 27, 则 当 人 * 实 0 时 


» 站 也有 二 


(Kf,f)= uf, p10=0.(7, 7), 
即 玉 是 正 算 子 ,当然 下 下 从 有 界 ， 当 2* 之 0 时 ， 
(EF P= Sp fp) La Ef, OF 


SA ENF, pO HD = 信访， 
多 


其 中 ENCK)， 证 毕 . 

引 理 7.1 设 玉 为 瑟 上 的 紧 自 伴 算 子 , M 是 五 的 子 空间 .车 
对 某 实数 人 # 及 一 切 奉 歼 有 

(五 坊 力 委 入 (六 )， 

并 设 # 为 不 超过 4# 的 到 的 特征 值 的 个 数 〈 包 播 重 数 )， 则 ?之 
dimmM. 

证 设 天 的 特征 值 中 ， 

站 

对 应 的 标准 正 交 特 征 蚂 数 pi 82，…, pr 张 成 子 空 间 五 。， 对 任何 - 
FE 五 > 


f= (F909, 


《下 太太 二 之 Pi (fp)E SEH, Af), 


五 一 五 个 8 
对 任何 JSH4, 分 两 种 情况 考 虐 : 先 设 4=0 不 是 正在 如 :上 的 特征 
值 , 则 ”人 
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f 一 2 (Ff, Fi) Pi 


t+1 


wm 


(Kf,f)= BY lf, 0) (4, ,feEHS. 


= 防守 1 


次 设 4=0 是 玉 在 万! 上 的 特征 值 , 则 必 4#*<0, 从 而 


f= >) (f, Pp) Ptfo, foEN(K), 


i=A+1l 


CR P= plfp) > Tf pl 


T=nt+l i=n+l 


, > 3 spol fol? = 和 (用 ， 


总 之 ;EN# 时 

(Kf,f)>4*(, 7). 
然而 大 于 时 

(并 访 力 过 全 ( 方 旋 ， 


所 以 fEHos 即 于 Ho, 故 4 源 dimM. 
引 理 7.2 设 下 ,， 牙 ; 均 为 是 上 的 紧 自 伴 算 子 ， 对 任何 f 志 瑟 
(Ksf, EEF,N). 
设 对 某 实 数 从 ,| 的 一 切 不 超过 4* 的 特征 值 (包括 重 数 ) 
Riss Hn SA 
以 及 五 :的 一 切 不 超过 术 的 特征 值 (包括 重 数 ) 
bis pn A*, 
基 im， 
证 设 p 训 ,4 对 应 的 特征 涪 数 张 成 子 空间 为 型 ， 其 维 数 
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为 Pi， 当 帮 型 时 ， 


f= 5 (f, ppe 


(Kf DERS DT pH DF, Ol 
pg Pp 
由 上 一 3| 理 知 , 之 2 、 证 毕 . 
定理 7.1 二 阶 正 则 ( 自 伴 ) 微 分 算 子 (5. 36) 至 多 有 有 限 个 俯 
特征 值 ,从 而 二 阶 正则 微分 算 子 是 下 兴 有 界 算 子 . 
证 分 三 种 情况 证 明 ; 
(1) 设 4=0 不 为 (5.36) 中 二 的 特征 值 , 且 设 g(r) 二 0， 星 上 时 
必 存 在 紧 自 伴 的 逆 积 分 算 子 五 ,使 
— (PK AT I)) +H ATIK (X,Y) = Or—Y). 
引入 辅助 微分 算 子 
Ze- 六 [ 一 (zz)z) +a) 
atO) 一 t() 一 0， 


地界 条 件 是 分 离 型 的 , 必 上 自动 地 和 
(Lu,v) ;= (wu, Lo)o, 
迎 匡 自 伴 , 又 


Cous ,=| CL— CP) gle) ads 


= | [2(z) lu f?+q(z) 2l’Idr>0, 


故 工 为 正 算 子 .这 时 4=0 不 是 工 的 特征 秆 ， 因 为 ， 当 Lu 一 0 时 - 


4 1T78 « 


有 (Lut),=0, 由 上 式 知 g(z)|iu|=0, 因 此 w=0， 从 而 有 紧 自 

体 的 逆 积 分 算 子 六 , 且 尺 为 正 算 子 . 事实 上 , 设 尺 uw 一 ww,, 有 
(Kw, op ,= (Rwy, LRa),= CG, Lu), = Cy, un) 20 

故 让 的 特征 值 

(0); 

. 工 的 特征 秆 为 4= 雯 ， = …, 且 


0<<4 势 …( 一 十 co). 
仅 有 有 tn 因为 根据 定理 5. 2， 
KR 的 特征 函数 系 在 Za([0,13,z) 中 完备 ， 而 有 限 个 特征 落 数 是 不 
能 构成 完备 系 的 ， 
又 尺 (z,y) 满 足 
(— (PC(2)R,(z, 9))s + qz) RK(z,y) =6(7—Y), 
(KR(0,9)=K(1,Y) =0. 
比较 五 及 并 有 
[~—ap (Rg) (Kr, —R(s,)) =—0. 


由 线性 微分 方程 理 沦 , 有 满足 上 述 齐 次 方程 的 线性 无 关 国 数 妇 (z)， 
2z(z) 何 

Drz,zy)》 三 下 (z,gy) 一 人 a(y) ur) by u(r), 
D(x，y) 是 自 众 的 吕 化 算 子 DD 的 核 ， 它 除了 零 特征 值 为 无 谎 阶 以 
外 , 访 多 有 两 个 括 零 特征 值 ， 叉 


(Kf (KR+DS, f= (RF, f+ Dt, f(D, . 
取 认为 任意 的 负数 ， 设 一 切 不 超过 水 的 玉 及 也 的 特征 值 个 数 
{包括 重 数 ) 分 别 为 nz 和 wo， 但 不 管 涛 如 何在 负 实 轴 上 变化 
均 有 ER 9 
ea FF9 。 


PS 

由 引 理 7 2, RkERDEE2, 9 KK 向 负 和 和 从 最 多 不 超过 机 个， 从 而 
对 工 亦 有 国 样 的 断言 

{2) 设 4() 盖 0, 但 4=0 为 L 的 特征 信 。 设 4=0 的 特征 路 
数 空 间 为 互 o， 在 Hi 上 求 五 的 道 下 ,由 (1)，K 企及 4 上 至 多 有 两 
个 负 特征 值 ， 因 此 工 在 五 上 从 而 在 全 空间 上 也 至 多 两 个 负 特 
征 值 . 

(3) 设 qlz) 不 恒 为 正 ， 因 r(xz), a(x) 在 50,11 上 连续 且 "7(z) 
>0, 由 过 续 浮 数 性 质 知 ， 必 存 在 r, 使 

g(x) —rr(z)>0. 

令 


Pua (P+ (gn) —rr Cr)) 
其 特征 值 {4} 中 至 多 两 个 负 特征 值 ， 且 加 > 十 oo 


今 
了 ,Pr 一 ingpns 
则 | 
也 一 (加 Do 
改名 +z 为 卫 的 特征 值 ， 由 于 4 一 co， 必 存 在 正 整 数 六 ， 使 
An z 之 0. 人 证 毕 ， 


例 1 
(Lu= 一 这 ， 
1a(0) =:0, hu(1) | w (1) =0. 
考虑 比较 算 子 , 
(Lu= 一 


{a(0) se 0. 
由 例 1， L 是 正 算 子 , 工 和 上 的 楼 分 别 为 


as 180" 


Rr,y) zx.(1—7z.), 


KC) = 一 各 但 设 je- 雪 


这 时 
= -六 = 
Dlx,Yy) = K(xr, Y) K (zx,y) i 
二 =_4 2., 
9 人 z) 一 全 | 99(9) dy = itn 4. 


乘 以 ”, 积分 有 4=3(1 十 有 ) 关 0 为 特征 值 ， 

(1) 7 一 1 时 ,4 之 0, 太 为 正 算 子 

(Kf, = (RF, + (Df, >(Kf,f) 20 

到 入 二 0, 则 有 簿 二 0 从 而 rg 二 0， 歼 下 从 而 荆 无 负 特 征 值 ， 

(2) 8< 一 1 时 ,1<0， 

(Kf,f) (DF, 力 ， 

fp 一 1， 羽 2z 魏 ?2p 一 1、 从 诅 二 最 多 有 一 个 负 特 征 值 事实 上 可 
以 解 


= Ay, 
(0)=0, kutl) ty (1 =0, 
刘 
多 一 sinsA/ A 
满足 条 件 x(0)=0， 第 二 个 边界 条 件 导 致 
tg 4 一 


车 4 为 负 ， 令 ww =;pf(o>0 则 得 
0 
thp 一 加 
当 4< 一 1 时 ,此 方程 确 有 一 个 正解 ， 从 而 五 有 一 个 负 特 征 值 . 


(3) 38 一 一 1 有 时，x 一 xz 满足 边界 条 件 量 Zr 一 0、 改 零 为 工 和 的 
. » gle*. 


特征 值 . 
最 后 说 明 一 下 ,定理 7.1 并 不 限于 二 阶 正 则 微分 算 子 , 可 以 推 
广 到 高 阶 算 了 上 ， 令 


Lu= sy > D(Cpe(x) Wu 全。 


设 一 切 p.(7) 有 上 阶 连续 导 数 ,? (x) 连续 , Pr(z) 二 07(2) 僵 0; 边界 
条 件 取 为 


2 从 一 人 2%—1 


2 gst (0) + 总 bisu (1) 一 0 一 1 2n. 


着 一 


- 网 一 1 


之 Ia! + |B! 天 0， 
Pe 


设 # 与 Lus 工 [0,13, 7) 且 满足 边界 条 件 ， 还 假设 算 子 在 这 样 
的 边界 条 件 下 对 称 ; 即 

(Lu, 0), = (4, Lv),. 
在 这 种 情况 下 , 让 算 子 工 是 下 半 有 界 的 . 


8 8 特征 值 的 近似 值 


在 求解 微分 方程 的 边 值 问题 以 及 求解 对 称 核 的 积分 方程 时 ， 
特征 值 起 着 很 重要 的 作用 ， 其 解 是 用 特征 值 及 特征 苹 数 形 示 员 来 
的 ， 但 是 特征 值 的 精确 值 往往 不 易 直 接 求 得 ， 全 市 介绍 求 绝对 什 
最 大 的 特征 值 的 近似 方法 . 

1. 从 积分 算 子 出 发 . i it} 《Psl 分 别 为 
五 的 特征 值 及 特征 因数 , 县 

121| 宇 |22| 守 … 
办 为 


. $2 * 


Kf= 人 


从 而 
和 2 1 
xg- 人 有 
fi BI TF, pr) 1 
取 了 一 9 持 
[xgp | _ 
Tp I! 
于 是 
lsp {A pK 
因此 , 对 任意 的 f 去 0, 有 
[KA 
从 而 得 到 | | 的 一 个 下 界 估计 式 ， 
又 由 
站 到 加 | 
得 


| VE YZ)ZZ。 


此 即 | 4 的 一 个 上 界 估计 . 
若 Kl(z, 办 连 续 且 为 正 算 子 的 楼 ， 由 


Dy p=| Ks, x)dzr 
=1 


(8. 1) 


(8. 2) 


《8. 3) 


» I83$ 。 


得 
b 
pS| Kr, a) dz, 


是 一 个 上 界 佑 计 . 
另外 ,由 展 式 


T= | Ka, 2) ds, 2 
可 以 证 明 


A 


lim 
.dd 


事实 上 ,由 (8. 5)， 
» es 2 Hz y 
上 Ka(r, Tar = HI 2 自 
当 >00 时 ,kr 一 0 故 存在 如 0 使 当 > 如 时 ， 
#21" gl. 
ip | 


从 而 #> 吕 时 ，' 毕 | 对 .至 地 趋 耻 零 ， 设 


snlS) -snl(B+ TX) | 


夏 ?一 > Co 时 ， 
去 ln 注 ) 
| 六 er 1, 
因此 (8. 6) 成 立 ; 这 是 较 快 逼近 | 4 | 的 公式 . 
例 1 Lu= —u", 
w{0) =u(1) =0 


。184， 


(8. 4) 


(8. 5) 


(8. 6) 


是 85 例 工 中 的 算 子 , 逆 积 分 算 子 下 的 核 为 开 (z 的 一 2 人 (1 一 生 )， 


取 f=1， 天 7 二 ZL 一 2 由 (8. 2) 


PRE A 


~ 120° 
我 和 已 经 知道 p= 二 | 
1 
A (120)7 = 3.31... (8.7) 
给 (8. 4) 
和 
Ee I 上 
rv 6 =2.45... (8. 8) 


更 好 的 俩 计 是 利用 (8. 3) 


-1 -1 1 ， 
mn | Kale, ur= | (| KC, Way Yar 
xt 0 -ns 0 


lz2 (1 x)? 于 
=[ 2 gr i. 
| 3 “一 和 


于 是 
1T>(90) :一 3.08.…， 
结合 (8. 7) 和 (8. 9) 
3.08< 天 < 委 3.31. 


(8. 9) 


2， 从 微分 算 子 出 发 ， 用 上 述 方法 时 必须 先 求 出 Green 函 
数 , 有 时 这 并 不 容易 做 到 ,下面 介绍 一 种 方法 直接 从 微分 算 子 本 身 


来 估计 最 小 特征 值 . 


设 工 为 正则 微分 算 子 , 且 标 准 正 交 的 特征 函数 {pi} 构成 百 中 


的 完备 系 ， 当 大 总 时 


f= > Fs Gn) Pn* 


”了 85。 


又 LfE 和 ,从 而 


Lf = 4,(F, Pn) Pr 
on : 于 
Zl Cf, Pn) | 
1, 9 
设 工 为 正 算 子 ,有 目 . 1 为 它 的 最 小 特征 值 ， 由 (8. 10) 
lz 


i 
当 三 9 时 


Lze 1 ， 
| 


故 
[4 =inf IZA. 
于 是 当 fz0 时 


LL 
2< (8. 11) 
得 到 4 的 一 企 上 界 估 计 , 或 等 价 地 | 用 =1 时 
LLfl, (8. 12) 
例 2 工 同 俩 1， 工 定义 域 中 的 函数 了 必须 使 得 f"EL[L0, 1] 
且 7(0)=f(1)=0， 如 


f(z) =s(1—z) 

就 满足 这 个 要 求 . 上 f|=55,5f= 一 f(z) =2， 
Lf =2. 

因 4=x*,， 利 用 (8. 11) 
nx:< 2 30 
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即 


x (120)¢ (8. 13) 
与 (8. 7) 一 - 致 ， 
例 3 Zr 二 | 一 Ca) + 二 2 
xu(1)=0. 


这 是 $5 例 3， 曾 求 出 
五 (zy ¥) = 于 <( 寺 一 ze 
游 虑 到 此 时 为 La({0, 1], 2Z) 空 间 ， 有 
K(x, 2) -| sk, y) y= 7 Be i 1nz。 
由 《8. 3) (但 应 考虑 相应 带 权 的 工 z(L0, 1], x) 空间) 
p<| >， 2Z7C2X 一 TF: 
于 是 


tT 这 (192)* =3.72... (8. 14) 
我 们 还 可 命 f(x) 二 x(1 一 z) 利 用 (8. 11)， 


| 及 = [ssa | 
zj(z) 一 3. 
从 而 15f1 一 V3, 并 且 因 入 一 


r<(3V IV (270)*=4.05.… (8. 15) 
回忆 起 4 满足 
1 
T(z =0, 


= J87 + 


站 的 第 一 个 正 零点 为 z 一 3.8317…. 

由 (8. 14)，(8. 15) 得 到 zt 的 下 界 和 上 上 界 的 优 计 .者 在 (8. 11) 
中 省 寻 地 选取 了 (x) 或 (8.6) 中 用 更 高 前 站 值 去 近似 已 以 我 区 
(8.3) 这 些 佑 计 可 得 到 进一步 的 改进 . 


第 三 章 习 题 
1， 设 下 是 Banach 空 疝 上 揭 全 连续 算 子 ， 证 明 与 二 的 非特 特征 值 相 应 
的 峙 征 了 守 隙 必定 足 有 限 维 的 . 
2. 证 明 &=0 基 退 化 枝 的 积分 算 子 的 无 穷 阶 特征 值 ， 
3， 设 
Kf—| Kz, Wf (dy, 
KE(z,y EL tab!, flr) EL LG, bj, iEY: 
(1) :JE 伴随 算 子 移 充 要 条 件 是 六 * 对 应 的 核 玫 * xz， 的 一 五 (fy 2). 
(2) 天 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 天 (zy9 一 并 Gy 9 
4 车 开 (zy 拉 为 了 工 对 称 核 , 则 对 任意 的 PEFE (下 网 9) 为 实数 . 
5， 设 下 (x,y) 为 1 对 称 核 ,证 虹 基 核 
(1》 玉 (XY, 也 号 工 , 对 称 枝 ， 
(2) 涛 天 (zx, 四 关 0, 则 系 , (x,9) 芝 0， 
(3) 党 丰 (z, 四 不 是 揭 化 楼 , 则 到, (zx,3y 也 不 是 进化 核 ， 
6， 讼 天 为 及 上 的 埃 性 有 界 览 子 ， 证明 ji 二 9 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 
EH, KR 一 0. 若 外 为 Lla,5]. 上 的 积分 算 子 
Kf—| Kr, Fforddy, 


且 核 为 1; 核 , 则 | 六 1 一 0 的 充 要 系 分 为 Kt(7Y4) 二 D(a. 6.) 
7， 访 其 下列 积分 方程 无 特征 值 : 


(1) va) = A) sinzsin2yp (8) dy, 
(2) plz}=4 : (sinzsin2y++ Sin 3rain 4y) m (y) dy, 
(3) p20) 一 | (ae 一 2 9+ 28) py). 


8， 求 下 列 和 要 分 方程 的 特征 值 及 赃 征 水 数 : 
* 1g88 +: 


(1) pm) 一 11 sinrsinggp Cy) dy, 
1 
(2) wm) -2 | 2ererp (gdy, 
(3) pa) =A) Cay Fesy) (人 
(4) Pix) A 尼 CwoSz 二 Cos5y 二 Cos5Icosy) p(y) dy. 


9， 设 f=| 下 (z, 引 J(9)ay, 共 中 区 (x, 扩 为 所 对 称 核 .证 明太 为 退 


化 算 节 的 充 更 条 件 是 正 仅 有 有 限 个 非 零 特 征 值 . 

1]0， 设 下 为 瑟 上 的 紧 白 伴 算 子 , 必 冯 0. 证 明 : 

(1) 存在 jj =1, 使 得 集合 划 天 天 昨 由 = 匡 达到 其 于 确 界 ; 

(2) 存在 fj 一 1, 使 得 集合 {( 瑟 访 记 | HP= 匡 法 到 其 上 确 界 ; 

(3) 存在 jlfol=1,jigol=1， 使 得 集合 {] (天 声 9)1 放 = 由 = 切 达 到 共 
上 确 界 , 

11。 设 玉 (z,8) 为 荆 对称 核 ， 基 非 零 特征 值 集合 完全 系 为 4} (有 限 或 
可 列 个 ), 则 

(1) 《43 为 下 (zy 及 的 畦 征 值 集合 的 完全 系 ; 

(2) 车 gg(z) 是 %w 次 营 核 , (zx, 四 的 任 一 特征 函数 , 则 (ze) 或 者 为 有 (zr， 
四 的 特征 函 数 ,或 者 可 表示 为 (zx,#) 两 个 特征 阔 数 的 线性 组 合 . 

12， 设 五 为 可 分 Hilbert 空间 如 上 的 监 骨 伴 算 子 ,5 和 关 0; pi 为 KK 的 符 
征 值 及 相应 特征 函数 ， 证 明 对 任何 f€ 吾 , 有 展 式 


Krf= Df pp tl 
a [1 
( 营 乒 有 无 穷 个 特征 值 , 右 端 级 数 意 指 平均 收 误 ). 
13. 车 所 (zy 区 =K(y,x), K(r,y) EUV, fH. 
| K (zs,9) 1208<a3 < 二 十 co 
4,6 为 有 限 , 则 对 任意 f(z) EZsLa, 81 有 


KE"f= D> uf, PP:, n>1 


i=] 
是 绝对 一 致 收敛 的 . 
14， 设 下 以 ,8 为 ,对称 核 , 则 以 攻 in(z,9) 为 核 的 了 积分 算 子 
» 189 。 


Kn f= Kas,y) f(y) dy 


是 正 算 子 . 
15， 设 有 (2 护 在 0S2y<1 上 连续 且 为 正 算 子 的 核 , 4,} 为 其 特征 值 


集合 ， 证 明 Fredholm 行列 式 


pw -T(t) 


nml 
16， 求 下 列 微 分 算 子 的 逆 积 分 算 子 ,并 求 出 其 所 有 特征 值 及 特征 浮 数 : 
(1) Lu=—4?, 
2(0) = (1)=0; 
(2) Lu=~—y"’, 
(0) twu(l1) 一 0， 
wu' (0) + (1) 一 0， 
17， 设 
也 全 一 一 匀 
(0) —u(l) 一 0， 
如 《0) 一 % (1) =0. 
又 昌 ,。 是 golx) 二 1 张 成 的 空间 ， 证 明 工 在 大 上 的 逆 积 分 算 子 的 核 为 


下 (rpg) 一 调 一 闪 (z 一 re) 十 到 (一 妥 。 


18. 在 Za([0,1],2z) 上 求 微分 算 子 


To 一 二 一 (za 十 和 as 
2(1) =0 
的 着 积分 算 子 . 
19， 证 明 微 分 算 子 
-1 pa Pr ] 
ru= 寺 | {2Z22 ) + 9 


Rt1) 十 2 (1) 二 从 
当 上 > 一 1 时 为 正 算 子 ; 当 < 一 1 时 至 多 有 :- -个 负 竺 征 秆 , 
提示 : 考 感 比较 算 子 
Lu | ~— Cu’) + 二 中 
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4(1)=0, 
20， 用 Hilbert-Schmidt 展开 定理 求 下 列 方 程 的 解 : 


(1) 9 人 (可 一 人 se(1 一 z)9 (的 0 一 Fo)， 
(2) plr)—A Jsin Xecosr, p(y AY= 3, 


(3). 9 Ix) 一 4 | 2) py) dy = C08 Ts 


nl 
(4) pz) A hi Gos 3 
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第 四 章 
第 一 种 方程 
前 面 几 章 基本 上 介绍 第 二 种 方程 的 理论 ， 对 第 一 种 方程 只 在 


个 别 地 方 论 及 ， 本 音 将 介绍 第 一 种 方程 的 基本 知识 ， 先 介绍 F-T 
方程 , 然后 介绍 V-] 方程 ， 并 且 均 限 在 线 件 方 程 的 范围 内 讨论 . 


$1 F-I 方程 概述 
考虑 线性 F-I 方程 


[K(x 9 dy=f 7), Q. 1) 
其 中 了 (?), 玉 (xz,y)ELs,a，b 有 限 或 无 限 ， 诈 在 Za 中 求解 未 知 国 
数 g(x)， 方 程 (1, 1 可 解 性 的 讨论 一 般 比 较 复 杂 ， 下 面 先 举 出 一 
些 实例 说 明 ， 
例 1 | cos{(z—) PW AY = 7. 
令 
4= | cosyg ( 幼 23， B={ singw (yg) ay, (1. 2) 


则 方程 可 写 为 


Acosrt+Bsinz=e” 
其 中 4,B 为 二 常数 . 今 + 二 0, 7 有 时 ,将 有 4=1 及 4= 一 e", 矛 盾 . 
故 原 方程 无 解 . 
例 2 I cos (zs—I PAY = cosrt sing, 
Acosz+ Bsinz= cosx sinw, 
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其 中 4,B 同 上 例 ， 由 此 可 见 ， 


过 二 | cosyp ody=1, (1. 3) 
B= 上 sinyo (dy=1. 有 0 4 
大 令 VB(z) 一 seosz-Hpbsias 代入 上 式 得 a=5 二 一 


Polz) = 二 (cosz 十 sin2zy) 


为 解 ， 但 我 们 注意 , 者 令 


PX) =a0 > i (ancosnzt+ basinns), 了 


B= 


则 
人 cose—P) POD ey=0. 


这 就 是 说 齐 次 方程 有 无 穷 个 解 ， 且 解 空 间 是 无 穷 维 的 ， 故 原 方程 
的 一 般 解 为 
PI) = 一切 (z)》 十 oo(z) ， 

或 者 这 样 来 看 :由 (1. 3) 及 (1. 4 看 出 ,只 能 确定 pw(z) 的 两 个 
Fourier 系数 a 和 bi， 而 其余 的 系数 可 任 总 故 方 程 的 解 空间 是 
无 穷 维 的 . 

显然 , 若 (1. 1) 的 相应 齐 次 方程 仅 有 零 解 ， 则 习 1. 1) 如 有 解 , 必 
定 唯 一 ， 读 者 可 举 出 例子 说 明 章 次 方程 的 解 空 间 为 有 限 维 的 情 洪 
( 维 数 4=0 及 % 宇 1)， 不 难 证 明 ， KK (x,y) 为 退化 柜 财 ， 章 次 方程 
的 解 空 间 一 定 是 无 穷 维 的 .但 如 果 对 解 的 表达 式 作 出 一 定 限制 
时, 有 时 也 只 能 有 唯一 解 . 

例 3 设 


。 93 ， 


K(z,)= Slas(r)bi ly), 
t=1 7 


其 中 az) bi( 扩 ELalay 台 ], 且 {os(2)} 及 {bs(y)} 分 别 线性 无 美 . 
阁 此 时 (1. 1) 有 解 , 则 
f(z) = 2 bi ody fia), (1.5) 


f=[ bg dy. 
特别 地 ,我 们 来 求 形 如 


g (2) — D9; by 7) (1. 6) 
f=1 


的 解 (当然 解 不 一 定 是 这 种 形式 , 不 过 这 里 只 求 这 种 形式 的 解 ). 将 
(1 5， (4 6) 代 入 (4. DD 并 注意 到 we) 线 性 无 关 ,得 到 

Bug)= fis t=1 1 

j=1 
其 中 
aay .7 

我 们 可 以 证 明 det(B,y) 天 0, 从 而 唯一 地 决定 91, 代入 (1. 6)， 于 是 
获得 原 方程 形 如 (1. 6) 的 唯一 解 ， 

“至 于 这 行列 式 不 为 零 可 以 这 样 证 明 : 因 bi(z) 线性 无 关 ， 将 
其 标准 正 交 化 为 Pi(z)， 这 时 Bb;《z) 可 用 gi(z) 线 性 表示 , 反之 亦 
然 ， 设 


b; (72) 一 Daispy 


了 二 1 
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则 ee 
detA= det(ass) #0. 

Bu= (bb) = Daan 0» 页 
det(B,s)= (det A)’#0. - 


ee 
方程 ， 令 


Kg ’ K(x,Y)g9(9) dy, 


a 
i Krg=| Ely, x) g(y)dy, 
则 《I. 1 成 为 


Kg=f. (1. 8) 
两 边 用 五”* 作用 ,得 呈 
KkK*Kg=K*f. 
令 K=K*K,F=EK*f, 则 得 对 称 核 方程 
天 49 一 并 ， We (1. 9) 
其 中 
Ki(z, y) ={ Kt DK y) dg, (1. 10) 


而 且 : 
| 人 | Re y) Bay 
< [| RG | dd ( IK (| 2 
=(T [KG lardy ) <+o. 


印 K(x, 9 是 Ls 对 称 核 ， 
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从 上 看 到 , 若 (1, 1 有 解 , 则 必 为 (1， 9) 的 解 ) 反之 不 一 定 . 但 
可 从 (1 9) 求 得 解 后 代 回 (1, 1) 检 验 , 便 知 是 否 为 (1. 1) 的 解 . 

方程 (1. 9) 虽 可 用 上 一 章 § 4 中 4.2 段 的 方法 来 处 理 , 但 一 般 
说 来 特征 值 和 特征 孙 数 并 不 容易 求 出 , 因此 我 们 还 要 作 新 的 探索 ， 
例如 ， 我 们 可 用 逐次 遂 近 法 求解 ， 为 此 我 们 要 建立 起 新 的 特征 
理论 ， i 2 入 i 


$2 特征 值 存在 定理 


定义 2.1 设 对 茶 复数 4， 存 在 不 重 为 零 的 函数 (x), (2) 
使 得 


$k, (i 


则 称 4 为 方程 (1. 1) 的 特征 值 ， 而 p(z)， 多 (z) 称 为 相应 于 4 的 相 
伴 特征 函数 对 . 汪汪 

显然 4=0 不 可 能 为 (1. 1) 的 特征 值 ， 下 面 的 定理 可 以 证 明 
必 为 实数 ， 因 此 我 们 不 妨 认 为 2>>0， 相 反 的 情形 只 须 将 (2.1) 中 
的 上 (xz) 改作 一 和 (2)， 

可 以 证 明 , 当 夸 为 对 称 核 时 ， 定 义 中 的 (2. 蕊 可 篇 化 并 且 等 价 
为 一 个 方程 


护 一 ee (2, 2) 
事实 上 , 当政 (x, 四 对 称 时 , 划 KK* 二 玉 , 令 业 二 9， 于 是 形式 (2, 2) 
可 写 为 (2， 1)， 反 之 , 设 (2. a 则 和 
p=AK(AKg)= 0 (2. 3) 
或 即 | 
(TL AK) (I—AK) -0, p20. (2. 4) 


如 届 一 4)P 二 0; 则 (2.2) 已 成 并 车 p 二 (I 一 ZK)@ 去 0, 则 p= 
“196* 


一 4Kp1, (2.2) 也 成 立 (其 中 4 改写 为 一 罗 防守 为 qq}. 
下 而 是 方程 61. 1) 的 特征 值 存在 定理 . 
定理 2.1 设 KK(z，9)ELs[a,65]，a, 28 有 限 或 无 限 ， 巾 方程 
(1. 1) 存 在 着 一 组 正 特征 值 {4,}， 
0<4<<4< 妇 … 
及 标准 正 交 的 相 住 特征 函数 对 {pi 罗 ;}- 
证 ”我们 这 样 来 分 析 : 首先 许 定 理 威 立 , 期 存在 着 4: 左 qs 
办 i 分 别 为 41. 1) 的 特征 值 及 相伴 特征 函数 料 ， 由 (2. x 
i= 4; Ei—AK*(ARY) = A EW, (2. | 
这 旺 仍 证 麦 1 二 着 "五 ， 又 2 Sy pa Eh 
pi=ARpi= dK Rp) Ee : (2,6) 
其 中 记 下 ;二 及 *， 对 应 的 楼 为 


Ks, D = Kn, HR Dd 


它 也 世 对 称 的 二 杞 (2. 5)， (2. 6) 表 明 入 ;及 各 9; 分 别 为 紧 
让 伴 算 也 及,, 下 ;的 特征 值 和 特征 函数 ， 也 就 是 说 (1. 1) 的 特征 什 
和 特征 函数 对 可 以 从 紧 自 华 算 子 KK!， 下 的 特征 信 及 特征 函数 完 
全 组 中 去 寻找 ， 这 种 找 法 不 可 能 会 有 遗漏 ， 若 能 证 明 这 样 找到 的 
4 gis 细 ; 篆 满 足 (2. 1)， 则 {4 及 {gs 上 让 就 构成 了 方程 (1. 1) 特 征 

值 及 特征 函数 对 的 完全 组 . 

下 面具 体 证 明 本 定理 . 
(1) 求 玉 !，K 的 特征 信 及 特征 函数 ， 注 意 到 ，K1=K*K， 
KK*, 由 上 一 章 § 6 推论 6. 1 至 推论 6. 3 知 K,, Ks 为 正 算 子 
Cn 紧 算 子 ， 又 由 上 一 章 2 特征 值 存在 定 
理 知 ， 居 ,， 天 。 皆 存在 特征 值 夭 特征 函数 ， 可 设 从 ，#,(z) 及 4， 
gi(z) 分 别 为 KK,，K; 的 特征 值 及 标准 正 交 的 特征 函数 的 完全 组 . 
不 过 这 样 做 就 有 一 个 问题 。 {4 中 是 否 和 {4 中 相同 ? 为 了 绕 过 这 
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一 困难 , 我 们 进行 如 下 . 
首先 , 设 {2 科 ，{Y1(z)} 为 算 子 KK 的 特征 值 及 正 交 标 准 特征 


函数 的 完全 组 , 即 
pi=AKipi, | (2. 7) 
再 令 
Pi=AKy,. ; (2. 8) 

我 们 将 证 明 这 样 求 得 的 {4} (不 妨 设 机 汪 0) 及 {pt， 内 } 构 成 方程 
(1. 1) 的 特征 值 及 标准 正 交 特征 国 数 对 的 完全 组 : 为 此 我 们 先 来 
证 明 

(2) 这 样 求 得 的 {4 和 及 {gp;(z)} 是 算 子 下; 的 特征 请 及 标准 
因为 由 (2. 8), (2. 7) 

=A KY AKRONKRY) “MEE*(AEREY) =AKp;. 

表明 确 系 下 : 的 特征 值 及 特征 函数 。 今 证 明 其 完全 性 、 为 
此 只 须 证 明 若 二: 有 特征 值 46 及 特 征 汞 数 po, 即 


po=ABKspe {2.9) 
则 必 存 在 着 %。 尖 0, 使 得 %o 满足 

Po= dK po 
且 

go 一 各 政 区 0 


即 可 .因为 这 事实 上 说 明 五 * 的 任何 特征 值 及 特征 函数 都 可 以 从 
到, 的 完全 组 {4，{g%i} 通 过 (2. 8) 求 {pj 而 得 到 ， 
我 们 这 样 来 作 yo 令 
po—= AoK * go. 
最 然 办。 关 0, 且 由 上 涉及 (2. 9)， 有 
po—= Mk"* (MNEspo) = NK*K (WK*g0) = BK, Po. 
于 是 : 
Po= MKgpo= MKEK*po=AK (NK *po) = AoK yo. 
”了 98 。 


这 就 证 实 了 (2) 的 断言 . 

《3) 最 后 我 们 证 明 这 样 得 到 的 {4,}, {pt，;} 是 方程 (4. 1) 的 
特征 值 及 特征 函数 对 的 完全 组 ， 根 据 我 们 开始 的 分 析 ， 只 贫 证 
明 : 和, pi， 办 ;满足 (2. 1) 即 可 .而 (2. 8) 本 身 表明 满足 (2.1) 中 的 
第 一 式 ， 故 只 须 证 (2.1) 中 第 二 式 成 立 。 事 实 上 ， 由 (2.7)，(2. 8) 

Pi= AKE*EY AR (MEP) = LK*p,. 
定理 证 毕 . 


§ 3 展开 定理 * 可 解 条 件 


本 节 及 下 节 均 设 {14} 及 {9ps gf 为 (1. 1) 的 特征 值 及 标准 正 交 
特征 聘 数 对 的 完全 组 .车 无 附加 说 明 ， 均 设 天 (及 cp， 积分 限 
4,5 为 有 限 或 无 限 . 

定理 3.1 设 9(zEZaLa， 纪 ， 则 了 = 天 9 在 平均 收 敏 意义 下 
可 展 成 


f (2) = Suwpi(o)， a = (f, Pi) (3. 1) 


i=l 


= Bap 0 De 


i=1 


=1Kgl?— weopPs ce D(Cky, gp) 1 


t=l 


好 


= D1 (9, $1 lw 


tl | 


又 由 Bessel 水 每 式 
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DF, go l= Fig, Kp) 
t=1 ? i=1 


= 忆 寺 (p21 


知 上 式 当 n->co 时 趋 十 零 ,得 证 ， 
推论 ”假设 a,5 有限 ,9EzZu, 且 
[lx GD lS (3.2) 


则 (3. 了 绝对 一 致 恢 丝 .. 
证 由 定理 知 (3. 了 平均 收敛 ， 现 只 须 证 ;和 x， ,m0 时 


> larpi (2) | 


i 一 


关于 * 一 致 趋 于 零 即 可 ， 事 实 上 ， 
全 fap (1) <TAla DE 


[ed 


由 (2.1) 及 Bessel 不 等 式 


二 2 人 9 上 < <| [E(x,9) 22yS MM, 


i=1 . 


> BA, oO- Dio, $0) | < 和 


页 18,% 充分 大 时 
Saipi (2) SMe. 
= 和 

证 毕 ， 


定理 3,2 设 f1(z)ELzfa, 拉 ， 则 R(z) 一 天 坟 在 平均 收敛 章 
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义 下 可 有 展 为 


Ps) = Co;C = CF, #) (3.3) 
证 明 类 似 于 定理 3.1. 
推论 假设 4,5 有限,feL, 且 
(1k [dz M’, 3.9) 


则 级 数 (3.3) 绝 对 一 敏 收 代 . 

证 明 类 似 于 定理 3.1 的 推论 ， 

当天 (z, 切 在 assz,g< 上 连续 ,a,5 有 限时 , 则 (3.1)， 《3.2) 
皆 为 绝对 一 教 路 敛 . 

定理 3.3(Picard) 当 (ps} 为 完全 系 时 ,方程 (1. 1) 可 解 的 必要 
充分 条 件 是 级 数 


Mo (3.5) 
f=1 


收 人 证 ,其 中 @1= (Ff, i). 
证 必要 性 ， 设 存在 95L, 使 f= 下 9, 则 
(g, bi) = (9, hik* gi) =A (Kg, ps1) 
= hi(f, pi) = hiar. 
国 Bessel 不 等 式 


环 MialeslgP<+oo 
一 1 


知 (3.5) 收敛 . 
充分 性 ， 由 于 (3.5) 收 伍 , 根 据 Riesz-Fischer 定理 @, 必 在 在 


由” 见 夏 道行 等 编 《 实 变 久 效 论 与 省 甫 分 析 > 下 其 (第 二 版 ;"， 高 等 教育 出 版 社 ， 
1985, p. 291 
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9&ELs, 使 得 


9 一 >， :dipis 


pe 


| -Dyas |>。%， 了 ->CP。 


现 证 9 就 是 (1. 1) 的 和解 ， 令 

p=f—Kyg, 
只 须 证 gg 二 0, 或 由 {8;} 的 完全 性 只 人 须 证 (gp, Pi) 二 0， ee 2,… 事 
实 上 ， 
(Pi) = (Ff—Ky,9) =(f, 9 — (Kg, Pp 


=Qt 一 元 @， PB) = a 4D ti) 


二 4 一 0 一 0 
证 毕 ， 
定理 3.4 设 fELoin,8], 令 


六 > da 0 一 (po (3. 6) 


则 |: 

(1) 当 且 仅 当 {e 关 于 是 完备 时 《〈 即 指 {p 中 关于 了 的 
Parseval 等 式 成 立 ), Kg 平均 收敛 于 f(z). 

《2) 当 方 程 (1 1) 的 解 存在 时 ,并 旬 平均 收 化 于 (2)， 


证 Ky = > Aiais EK; 一 Dapi, 
4 二 1 


=1 


If -KY = 1 — pH | 


t=1 
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上 式 当 ?>co 时 趋 于 零 的 充 要 条 件 为 
f= 之 ol? 


这 就 证 明了 结论 (1). 

当 方程 (1. 1) 存 在 解 9ELsfa,5] 即 天 ?一 了 时 ， 则 由 定理 3. 1， 
Kg, 平均 收 伍 于 f(z)， 这 就 得 到 结论 (2》， 

注 “在 定理 的 情况 (2) 中 , 车 a,5 有限， 且 (3.2) 成 立 , 则 由 定 
理 3. 了 天 7。 一 致 收敛 于 f(z)， : 

定理 3.5 设 g(z)ELs[a,8], 并 且 方 程 (1 1) 的 解 存在 ， 则 : 

(1) 当 且 仅 当 {y,(x)} 关于 g(x) 完备 时 ，5,(2) 平 均 收 伊 于 
8(Z) ， 

(2)》 当 g=K*h,hELs[a,5] 有 时,(z) 平 均 收 化 于 9 (2). 
DNdapi—yg | 


tml 


证 19. 一 9g1?= 


一 9 天 十 之 和 es 一 人 Mei(giy DO— ha (Wis). 
:=1 | fl 


当 (1. 1) 有 解 gEL[Lo,5J 时 
a={f, pi)={Kg, Pi) = 地 (9， yp:). 


代入 上 式 有 


名 


I,.—91?= gl — S43 el?, | 
上 上 式 当 nn 一 co 时 趋 于 零 当 且 仅 当 {8,} 对 yg 的 Parseval 等 式 成 立 ， 
特别 ，g= 下 疡 时 ， 由 定理 3.2 知 ， 间 ,(x) 平均 收 钱 于 g(x). 
证 毕 . 
注 洪 (2) 中 a,5 有 限 , 且 (3.4) 成 立 则 田 定理 3. 2 推论 知 , 
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Dns) 一 致 收 钱 于 9 (5). 


$4 收敛 性 定理 


假定 方程 (1. 1 有 解 ,我 们 作 款 代 序 列 ， 
rn(2) =9n1(2) 十 不 (2 一 到 :ga-p R=1,2, (4, 1) 
其 中 不 (7z) 一 牙 *f, ,二 KK*K, 对 于 任意 取 的 初 值 90(z)SLsla, 8 
9n(z》 是 否 平 均 收 合 ? 且 是 否 平均 收敛 于 (1. 41) 的 解 9(z)? 本 节 
专门 讨论 这 一 问题 . 
引 理 4.1 设 goEzs[e,Dpj 则 (4 1IT) 中 的 9 可 与 为 


ggt {EP Kg) n=l, 2 (4.2) 
证 令 
Tn dn— Ja-1ls {4. 3) 
则 


gs=74 nt=Ta 二 rei 二 gas= Sr (4 人 


以 下 来 求 7,， 由 (4. 11, (4.3) 
9 一 下 一 至 19n-ty 
Tan- 一 下 一 -下 19n -2， 

两 式 相 减 , 又 由 (4. 3) 

rn—Tai1 二 一 起/ (gn-1—9i-2) = 一 Kr 
于 是 
| Tn 一 ga 1 一 大 fn- 一 ( 工 一 在 re-i= 一 (TI 一 下 ?ra 
= KD) m= (1—K)" 《94 一 go) 
=(1— KD)™I(F. Kg0). 
代入 (4. 4) 
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四 


=nf+i 一 乞 0 -人 lp ~—K,g0). 
证 毕 . 
引 理 4.2 命 z 
F(z) = Kigs foal) = Kg Om=| Pals) Bra, 
则 z 
Co 一 (Po 各) 二 大 (fo PO = 证 (Gb) 4.5) 
证 因为 


Cin= (Pra be) = (K+ Kgs b) = fos KY = (fo p1) 


~ K*g) = 再 Cg 1). 
同 理 , 若 下 = Ki19, f=Kg, 令 0,==(F, 生 ) 则 有 


C1= (8, $=) = 让 (9, $0). (4.6) 
引 理 4.3 ”在 平均 收 俩 意义 下 
Pi Op (4.7) 
{=—1 
= 六 dCinpee C4. 8) 


又 若 hoELzsLas5], 取 96 一 K*ho 则 有 
= (4. 9) 


证 ”由 定理 3. 1 及 (4.5) 有 展 式 
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f,= Kgn = Dd, Es :Cingrie 


t=1 


由 第 三 章 定理 3. 1 有 展 式 


五， 一 五 19" 一 bp3 (F,, 0) 他 ;一 cowe 


最 后 取 go 一 K+*ho, hoEL,, 则 由 (4. 1) 
gi—=got PEKgo=R*htK*f— KR*K go 
=K*(ho+f—fo)=R*h,. 
因 有 ,fi, fo==Kgo 先 属 于 Ls[a,5], 于 是 
hi=hot+f—foEL, .ELLo, bi. 
一 般 地 可 归纳 得 到 
n= Kh hr— hn-itf—foELz, n=1,2,.* 
田 定理 3.2 及 (4.5) 有 展 式 


名 一 并 + 一 信 C9ns Pi) Ps = SAO 


t=1 +=1 


证 毕 . 


读者 可 自行 证 明 ， 假设 a,，5 有 限 ， 若 附加 条 件 (3.2) 时 ， 则 


(4. 8) 为 绝对 一 致 收 伐 ， 若 有 附加 条 件 (3. 人 时 , 则 (4. 7)，(4. 9) 为 


绝对 一 致 收敛 ， 
为 着 下 面 需 要 , 不 失 一 般 性 , 可 设 


re 
| | [K(x,9) [drdy<2, 


5 引 理 4.4 CC 同 前 , 旭 
Cao 一 Ci 一 AT(Cio 一 Ch) 
其 中 
p=1 一 吝 ， 
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从 而 [| 过 1, pit 之 Ls 且 lim p;= 1, 


证 关键 是 证 明 (4. 11)， 现 在 对 (4. 1) 两 边关 于 办 作 内 积 
gn; pi) = gn-is POH Fp)— (Kign-is Wi) 


=(F, yp;) +(1 一 站 (gn_1, 1) 


= (F, pi) + i (ga-1s Pi) 
=(F,p) tu, bi) +t HiC9n-23 $i) 
=(F, $i) (4) Ti(gn D1) = 
=(F, pO(+uT tp (go Bi) 
一 入 (1 一 AD (Fp) + 9 (gos Wi) 
由 (4.5), 上 式 为 
AfCin= A (1 ROH p¥ OioA?. 
由 此 就 立即 得 到 (4. 11). 
由 (2.1) 及 Bessel 不 等 式 , 对 Co,8] 上 几乎 处 处 的 * 有 


Fle KG) lay 


4 一 1 


逐 项 积分 ,得 
oie if fre,y :arar <2 
VT | Ty yar 
故 
1 


由 4<4t 用 lim 4; = 十 oo 得 和 Ai 及 Himp=1. 证 毕 . 


引 理 4.5 limS 0 一 Ci 一 0 (4.13) 
Nt 
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lim SOCjz=0. 
车 方程 (1, 1) 的 解 存在 , 则 
lim SA4104, 001:=0. 


证 (1) Fo—F=kKig—K*f, fEL,, 90EL,, 
由 引 理 (4,. 3) 及 定理 3. 2, 在 平均 收 敦 意义 下 有 


Fo= Si Ciopis 


t=a0 


F= D0, 
11 

及 

Fo—F= > (Cio0 Oy. 

二] 
由 Parseval 等 式 
SiOw0—0):=|F— Fl?< 00. 

由 引 理 4. 4 


co 


2 [Cs —O:| ?= Dui"!'C0—O, | 
t=1 


T=1 


[Crm—0i1*<|C0—0o0ls, 


(4. 14) 


(4. 15) 


(4. 16) 


以 右 端 为 通 项 的 级 数 的 收敛 性 可 推出 级 数 (4.16》 美 于 % 一致 收 


绕 ; 在 (4. 16) 两边 令 一 co 取 极 限 , 便 得 (4.13). 
(2) 因 fo= Kyo, 由 引 理 44.3， 
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fo= DAiCiopss (平均 收 伊 ) 
而 对 / 只 能 有 
f~ > Cpie 


一 右 端 为 左 端 函数 的 Fourier 级 数 , 因而 关于 
加 一 了 一 下 go 一 了 
有 


fo—f~ 2 (Cio—O) pi. 


由 Bessel 不 等 式 


DMO —C S|fo of < to. 


又 有 
23 100 = A | p00 —00 1 SAA [Co 0 
按照 (1) 中 类 似 的 推理 ,得 (4. 14). 
(3) 方程 (1. 1) 有 解 时 , 存在 着 gELsLa, b], 使 1 一 Kg， 由 害 
理 3.1 


f= > (f, pi 一 DiCips: 
i=1 i=1 


AiCi=(f, 8) ~ (Kg, pi) = 二 (9 pi), 


Cg, Pi) = MO 
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又 因 为 = 五 go 同样 可 得 (go%) 一 验 Oo， 于 是 


go—g~ > 4 {Cio~—O) ps 


t=1 


由 Bessel 不 等 式 
SC 一 Cs 二 19 一 gl:<< 十 oo， 
t=1 


同 (1) 中 类 似 推理 , 便 得 (4. 15). 
定理 4.1 ,一 芭 19r 平均 收敛 于 外. 
证 由 引 理 4.3 及 定理 3. 2, 有 


五 :gm 一 POCingi, 
i=1 


f= SC 


故 由 (4. 13) 


1 天 ;9 一 素性 一 > Co 一 Ci :>0,n—>00. 


t=1 


定理 42 (1) 当 且 仅 当 {9,} 关 于 了 完备 时 ,五 9 一 
敏 于 f,(2) 当 方程 (1. 1) 可 解 时 , fn 平均 收敛 于 了 
证 和 由?j 理 4.3 


f=Kg= DU AGP 


t= 
f~ > Op 
t=1 
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所 平均 收 


x9 —fl 1+ SACl (Kg TRI 
-UP Pl0nl:— 于 acotro 
-> ACin(PisT) 
= UP+ Eoml:— Dou0r— HG, 


一 SC 一 Cl: 一 TRIO +N. 
n>o0 时 ,由 (4.14)， 右 端 第 一 项 趋 下 零 ， 为 要 上 式 趋 零 顷 目 只 须 


Lf:= Cl: (4. 17) 
这 就 得 到 (1)， 
当 (1. 1? 可 解 时 , 由 定理 3. 1 了 可 在 平均 收 敏 意义 下 展开 为 


f= 2) CO 
了 一 1 


从 而 (4.17) 成 立 , 由 (1 知 (2) 成 立 . 

定理 4.3 设 方程 (1. 1) 的 解 9 存在 ， 且 go= K*h，#oE 
LLa,d], 则 

(GD) 当 且 仅 当 {#,} 关 于 9 完备 时 ,9g， 平均 收 敏 于 9， 

(2) 若 g== 玉 *h. BEL2o[La, 6j; 则 gn 平均 收 仑 于 yg， 

证 当 (1,1) 有 解 时 , 作 9 的 Fourier 级 数 ， 

g~ DC 
tol 


9 287。 


又 由 引 理 4.3 有 展 式 


n= DAiCingie 
jl 


Ig —9} = iol SAilCiadt— DAO OI DAI OO 
i=l 


j=l i 


= Sal 0 SAO plo 
由 (4.15), 上 式 第 -项 当 n->oo 时 站 于 零 ， 所 以 上 式 趋 王 零 当 且 仅 
当 (y} 闫 于 9 完备, 故 得 (1)， 
当 g=K*h, heLa[La,5] 时 ,由 定理 3,2 有 展 式 


9= SliCinys. 


这 意味 着 佬 ,} 关 于 9 完备 .由 (1) 得 (2). 证 毕 . 
最 后 ,我 们 回 到 (4.1), 假设 17S2， 下 (zx, 办 ELs 若 方 程 (1. 1) 
的 解 存 在 ， 任 取 hELs, 取 初 值 江 似 值 
名 一 起 “万 

在 { 计 关于 9 完备 时 或 方程 KK*%=g 有 解 时 ,由 定理 4.3 

19, 一 gj->0,2->oco- 
由 定理 4.1 

有 ,一 丈 [= 玖 :9 一 玖 一 0， 
因 下 | 为 连续 算 子 , 故 当 g,->g 时 必 有 

Kg -> 下 19 一 五 。 

这 表明 9 为 方程 (1. 9) 的 解 ， 而 且 此 时 9 必 为 (1. 人) 的 解 ， 因 为 由 
定理 4 2(2)， 


上 五 9 一 用 一 0， 
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由 五 的 连续 性 ,在 天 9 一 户 中 取 极 限 有 
Kg=f. 


3 5 正定 核 ' 另 一 逼近 法 


在 五 节 融 近 法 中 , 要求 (1. DD 可 解 , 且 K+*h=y 也 有 解 ( 或 至 少 
节 让 对 9 完备 )， 这 些 条 件 是 十 分 菁 刻 的 . 如果 对 粹 下 (4, 胃 作 一 
些 限 制 , 比如 下 面 要 讲 的 正 算 子 的 核 的 情况 , 则 只 须 (1. 1) 有 解 ,就 
可 采用 别 的 逼近 法 ， 

定义 5.1 设 玉 (xz,y)SELsL4,6]， 对 任 巡 pEL[6,8],64,5 有 
限 我 无 限 ,pg 关 0 时 有 

(Kwp, yp)>0 (5. 1) 

((Kp, 5)<0), 

则 称 K(x,y) 为 正 ( 负 ) 定 核 . 

推论 5.1 直 (z, 引 为 正 ( 负 ) 定 核 , 必 为 对 称 核 , 

推论 5.2 下 核 ( 芭 正 算 子 的 核 )K(x，Y) 为 十 定 核 的 充 雪 条 
件 是 19,} 为 完全 系 ; 其 中 {9;} 是 紧 自 伴 算 子 下 的 目 零 特征 值 对 应 
的 标 淮 正 交 特征 函数 集合 ， 

证 由 第 三 章 定理 3.1 及 定理 3.2 


(Kp, 9)= DF 1p pl (5.2) 
R=1 


设 {gj 完 全, 邮 由 (8; pi)=0,1 二 1,2,…, 就 有 w=0。 对 于 任 
年 9 天 0 gEL;, 这 时 必 有 
(Kp, Pp)>0. 
否则 若 有 (起 py 中 ) 一 0 月 (5.2) (PD) -一 0, 从 而 Pp 二 0, 记 盾 . 
有 反之 ; 若 对 任何 870, gE 有 (5. 17， 则 :Pi 必定 是 窜 全 的 。 
芦 不 然 , 旦 必 存 企 谷 9 天 0 使 
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(os Po) = 0,2— 1, 2， 


(K pos Po) 一 5 lvu pl 0. 


k=i 
号 (5,1) 蔬 盾 . 证 毕 . 
注意 推论 5.2 中 的 正 核 是 指正 算 子 的 核 ， 而 不 是 说 核 本 身 一 
定 取 正 值 .为 区 别 起 见 , 后 者 称 为 正 值 核 . 
定理 5.1 设 K(x，Y)EL; 为 正定 核 , fEL;La, bj， 又 设 方 和 
(1 1 的 解 存在 , 则 由 
gra= gr- ACf—f-1) (5, 3) 
确定 的 选 代 序列 平均 收敛 于 方程 (1. 1) 的 解 ， 其 中 f5-: 二 9-1， 
9oSLsLa，5] 可 任意 选 定 ，0 达 4 过 机， 为 方程 (1. 1) 的 最 小 正 特 
征 值 . 
证 设 g(z) 为 (1. 1) 的 解 , 令 
Wa(2) = g(x)-— 9g(2), (5.4) 
则 由 (5. 3), (5. 4) 
nn— Fn! Un ln js fs 一 4 下 (8 一 名 -人 一 一 4 天 2 
于 是 
Un—= dn AKun 1。 


两 边 与 8p; 作 内 积 ,并 记 ai 一 G692), 则 


Cin = in — ACK Un) 


= Ci 一 站 ai 一 (1 一 入 jsor- 
有 4 Ed | 
-= 亏 ) Gi0。 


其 中 
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0 三 1 -一 < 《5. 5) 


则 推论 5. 2, {gi}) 为 完全 系 , 故 Parseval 等 式 成 并 ; 即 


lund = Bead’= BI —) el’ a=0,1.2," 


i=1 i=1 
(5.6) 
当 2==0 时 有 
acl = | caso| 
寺 式 表明 ,对 任何 。 沁 0, 存在 着 下 整数 到 >0. 使 得 
> laiol*< 5 
由 二 (5.5), 对 这 个 开 及 e, 有 正 整 数 >0, 使 ?> 六 时 
| be an 
> laa (1 laioj?<< 二 。 
于 是 (5.6) 有 
Wy-l 
| “b=(D 本 De 
了 一 1 t= 时 
堵 一 1 2 2n oo 
< lal’t Bleol<e. 


出 (5.4)， 此 即 19 一 8 人 >0， 证 毕 ， 
供 和解 f-I 方程 


| sinxecosrs p(y =t— -全 
v a 


般 ” 原 方 保 可 写 为 

cosz| sinyo (dy tsing| cosyp(y) dy=2— 区- (5.7》 
假设 方程 有 解 ,第 分 得 
s (5. 8) 


TT 
在 (5.7) 商 端 用 z*=0 代入 时 ,左右 皆 为 零 ， 故 (5.8) 与 (5.7) 等 价 ， 
再 微分 (5. 38) 得 


= sinz| sinyp(y) ay+ COS 修 | cosygp(y) dy 一 工 一 
JJ 机 


一 cosz| sinyp (9) dy sing | cosyp (Wdy— pz)=—. 
人 "Ax 


(5. 9) 
又 办 (5. 3) 两 端 用 z= 代入 皆 为 零 , 放 (5.9) 与 (5. 8) 从 而 与 (5. 7 
等 价 ， 利 用 原 式 , 有 


2 
F(z) = 二 一 g 十 之 
T 2r 


代入 原 方 程 验证 确 系 原 方 牡 之 解 ， 册 等 价 性 可 知 解 还 是 唯一 的 . 


$6 V-I 方 程 
考虑 V-I 方 得 
| en (6.1) 


的 求 饼 上 器 题 . 
.微分 法 ， 首 先 看 出 f(0) 二 0， 设 Kz, 2) ， A 可 微 ， 
de 则 


Kz np Esp dy = f(r), (6.2) 


六 设 玉 {7 90, 则 
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下 上 oo 


“KAz, 9) tt) 


若 新 方程 的 楼 为 了, 核 ， 且 有 端 亦 属 于 :50,1]， 则 (6. 3) 在 叭 一 
解 ， 注 总 (6.3) 与 (6.1) 等 价 ， 从 而 原 方程 有 了 唯一 解 . 
2， 积 分 法 ， 令 
yo) = | pdy, (6. 4) 
北 入 (6. 1), 分 部 积分 ,得 


K(z, Yo 一 | EK, DY Day=f(z) . 


设 KK(z,2z) 关 0, 
_ (2Ky(¢,Y) _ f(z) 
人 | TO C0 


车 (6.5) 中 积分 核 为 I 核 ， 且 布 端 属于 LaLa,5]， 则 原 方程 有 礁 
一 解 . 
例 解 方 程 


| cosalz—9)p (9) ay = sinaz. 
解 因 sinazis-o 一 0, 故 床 方 程 等 价 十 求 导 后 的 方程 
(2)—o| sina(s—y) p(y) dy=acosar. 
村 使 方程 有 解 必须 wp(0) 一 a， 亚 求 导 ,得 等 价 方程 
| | ,sosacz 一 De(Da 一 ozsinar=0. 


教 9(?) 为 常数 ,又 P(0) 一 0 于 基 
PT)=a4. 


经 验证 , 确 为 原 方程 的 解 , 且 为 唯一 解 ， 


3，Abel 方程 . 这 是 指 形 如 


” gpY) 
| sady 1s), 0<a<d 


" 27、 


下 网 几 科 的 生生 全 和 ， 因 *=?》 时 方程 的 核 无 意义 . 


:写成 


用 1/(z 一 2)* 乘 上 式 两 端 , 0< 8 一 1 开 积分 ,得 


* dz = p(y) f(z) , 
a 寺 、 y= | ts 


或 即 


7 dz :| fw fy) 
(([ 5 [ye 
在 开端 内 层 积分 中 , 令 2 一 y :4 一 办 如 得 


履 


和 dz 有 1 l du 
MEE ET CE 
eo A ee le BE 
Ty! f(a—p) 
[i FY) TQ--a—pB) rf) 
0 TU Tf) [re 
令 B81 一 则 有 
p DD [1 y, 
1 PO pT gf < 史 
_ sinor ” fy) 
a 
如 果 有 端 导 数 存在 , 唱 
Sn [7 fy) 
PT) = pr ay, 
特别 , 当 a= 了 省 ,有 有 解 ee 
ld. {92 a 
82 一 了 wl 8 


将 


这 种 情况 1823 年 Abel 在 求解 关于 等 时 降落 轨迹 的 问题 中 就 探 
讨 过 ，， 


第 四 章 习 廿 
1， 举例 说 明 . 
| gk(2,9)9 (dy=0 


的 解 空 间 为 零 维 ,zs1 维 及 无 穷 维 的 情形 . 
2.， 解 进化 核 方 各 : 


[anDerp lay=rt 
(2) | (6x7y + Ax) 9 (FI dy = Bx dz. 
3. 设 fv)ELs Kz DEL 
n 
Fn) =k*f=) K(fy) dy, 
i(z) 为 方程 (1; 了 满足 定义 2.1 的 特征 振 数 ， 则 
F(p) = DUC:(2), C;=(P, ¥) 
下 一 1 
为 平均 收 敏 ， 荐 服 设 4,5 有 限 甩 
| IK, dr M00, 


则 .上述 级 数 为 绝对 一 致 收 八 . 
4 设 fmE1a[esD et 为 有 限 , 开 


| EK, dr 十 00， 
~“ 


证 明 引 埋 4.3 中 芍 (4.7) 六 绝对 -至 收效， 
5， 解 -I 方程 


| sh Cs 一 Dishz miyydy=z(l—2) 
»9 

6. 解 VY-I 方程 : 

(1) erp Way=f te), f 0) =0; 
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. (2) | sinefz 一 殷 9 (的 本 一 co 
7， 定义 推广 的 Abel 方程 形 如 


[8 
val Pr)— Py}? 
Oel, or<b 
(0) 了 Cz) 和 续 杰 Ta,81 上 上 连续， 证 明了 (8) =0 时 ,方程 有 有 解 


Sm) 一 Se a 2 P' (y) fy)} 时 
开 0 一 有 


-了 Cr) 


«yy, 
井 且 求 下列 方 程 的 钙 : 


迷 


9 
I 
) | a 《一 dy ‘3 < 0 


i yiy) Sp 3 
(9 Re), gt} =0. 


先 写 出 一 般 解 式 ,然后 当 8(z) 一 ze 时 解 式 如 何 ， 


第 五 章 
- 积分 变换 理论 和 卷 积 型 方程 
积分 变换 的 理论 主要 指 Fourier 变换 及 其 由 它 衍 生 的 Lap- 
lace 变换 ，Hankel 变换 以 及 Mellin 变换 ， 它 们 是 求解 各 类 卷 积 
型 积分 方程 及 某 些 类 型 偏 微 分 方 避 的 理论 基础 ， 本 章 讨论 积分 变 
换 的 理论 及 其 上 述 求 解 中 的 应 用 . 
积分 变换 的 理论 在 下 一 章 中 对 z 中 奇异 积分 方 种 及 Winer- 
Hepf 方程 的 求解 中 也 起 着 重要 的 作用 . 


4$1 工 , 中 的 Fourier 变换 
定义 1.1 若 f(z)EL'[ 一 oo, oo3, 记 
FU)= a) feedz (1.1) 
或 记 
fa) = 37{ f(r) ods ak 


称 (有 ) 或 则 了 5) 为 1(z) 在 工 , 中 的 Foarier 变 换 , 其 中 s 为 实数 ， 
了 (f) 称 为 了 的 象 ,ii 了 称 六 (1) 的 原 铀 . 
显然 , 右 端 的 积分 是 存在 的 , 且 可 认为 


F(f)=f(8)= lim | f(r)e'dz (1. 2) 
(1 或 (L 有 D)' 中 出 现 系数 - 坟 一 为 的 荐 和 后 面 的 反 演 公 式 形式 


对 称 , 便于 记忆 ， 用 下 (有 或 Fe) 去 示 函 数 的 Fourier 变换 各 有 优 
”22 * 


点 ， 前 者 强 油 对 f 作 上 变换 ， 后 洛 强调 变 换 后 的 函数 以 s 为 自 变 
景 ， 根 据 我 们 的 需要 , 这 两 个 记号 选择 使 用 . 
了 强调 是 五 意义 下 的 Fourier 变换 ， 有 时 我 们 写 下 (站 为 

Fi 有 以 区 别 于 后 面 8 2 中 在 工 , 意义 下 的 Fourier 变换 ,后 者 将 
记 为 f2(f)， 在 明显 不 会 混淆 时 均 简 记 为 了 (f). 

工 , 意义 下 的 Fourier 变换 有 如 下 基本 性 质 。 

定理 1.1 设 f(z)EL[ 一 00, +eo]. 

(1) 车 g(2) 二 f(r)e- ,a 为 实数 , 则 


9 8) f(s—m); CL. 3) 
(2) 若 g(7) 一 f(z 一 0@),&a 为 实数 , 则 
gs)=f(s) es; (1. 4) 
(3) 芳 9g(z)= 二 (一 7), 则 
9 (5) — f(s); . (1. 5) 
CD) 着 9(7)= 开 半 ) 且 20, 则 
G(s) -Af (Zs). (1. 6) 


证 
(1) 六 (3) -=| flr)e rei dy 
-=r Fa)ese vdz=f(e— 中 


(2) 1(s) 一 | f(z— Deirar 


ND 
一 | f (We're iasf a = ‘emf(s). 


me 1 A 
《3) (8) := ya A I) er “r= | Fe 


-| TDerax = 


2Z22， 


(4) 9(s) = -J | A) targz ， 


| Fleadu=Af(ds). (>0) 


AM 
定理 1,2 (积分 号 下 求 导 ) 车 f(z)eL,[ 一 00, 二 col, g(z+》 
三 if(z)EL 一 20; -001, 则 六 (s)=9(s) 亦 各 


Fo = | tirf(r)e' dr (i. 7) 


证 | ts 全， 
站 ) 一 (5s) 加 1 a i eisr 
i 


1 mo (t-H)T 
| f(x) or 


一 仿 


8 


了 
Be| fr)erpls, tsa, 


其 中 已 令 


次 为 | 充分 小 时 ， 


[p(x, 2) | = ja 扫 era 
| 


于 是 
if(x)eoy(r,t—s) |<|zl |f(z)|. 
又 当 a>0 时 , p(z, 2) iz 由 控制 收 钱 定理 得 (1. 7)， 
定义 1.2 所 请 两 个 昂 数 x) 及 9(z) 的 卷 积 是 指 


| fz- (ydy, (1. 8) 


只 要 这 个 积分 存在 , 并 记 为 (J*g}(z). 
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令 WY, 易 见 


| fGenecyay—| [gtr ay .9) 


即 
(frg) T= (gf 7), .8) 
定理 1.3 ( 浴 积 定理 ) 设 开 75),9(7)EL[ 一 co 车 02， 则 
hz) = (frg) (2)ELL — 0, 十 cp] 
戈 


下 (jsg) 一 /37 FF (9). “G1. 10) 


4 ~ a 
《或 妈 f+g=v27 了 9) 
证 根据 Fubini 换 序 定理 


[cy (fife gw) lay)is 


= ol ff, eo 
于 是 有 x)EL,, 仍然 利用 Fubini 定理 有 


F(f*g) -Br) (Tf gCy) dy )erds 
a 


=fo| 9{(2)eissz 一 人 /2r f(s) bts). 


证 毕 . 

定义 .1 是 从 了 求 象 F(f) 的 公式 ， 反 之 , 知 象 如 何 或 原 象 ， 
这 就 是 反 这 问题， 下 面 介绍 极为 重要 的 反 演 定理 . .在 此 之 前 更 有 
一 系列 引 理 , 它们 本 身 也 具有 独立 的 意义 . 

引 理 1.1 设 拓 xz)SLG[ 一 2%0, 二 co 1 委 p< 玫 十 co, 记 

f(x)=f(r—y), (]. 11) 

则 陕 照 产 是 如 = 一 co 十 90]->Lp 关 十 的 一 吉 连 续 鼎 照 . 
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证 对 任意 的 e>0 及 大 z)EZn 因 z 汪 1 故 必 在 在 连续 函数 
g(7), 它 在 基 一 区 间 [ 一 4, 4] 之 外 为 零 , 目 
If—gi<e. © 
又 因 g(x) 在 整个 实数 轴 上 一致 连续 , 故 必 存在 5=(0, 4)， 使 
当 |s 一 | 过 6 时 


19(s)—g(t)|< (2A) ze 


于 是 
|9.—s: | -| 19(z 一 35) 一 9(z 一 四 | 7 
| 一 名 
<<(34) -1ep(24 十 四 ) <e?, 
从 而 
lf —fils Sif,— 9g]s — ly —g9)s + lg,— fl 
二 由 一 9 十 9 一 9 人 十 19 一 用 <3e. 
证 毕 . 
引 理 1.2 洛 fez, 则 f(s) 在 (一 oo, 十 0) 中 一 弘 连 续 , 且 
lim fls)=0., (1, 12) 
又 和 
<- (1. 13) 


证 由 (1. 1) 
oe EK pe 
ib pr Mea 


于 十 得 到 (1. 13)， 由 此 可 见 , fEL 时 它 的 象 jEL。( 但 不 能 断言 
并 二. 其 次 


让 见 复 遭 行 等 六 <《 实 变 乓 效 论 与 沁 转 分 折 ? 下 册 ( 第 二 版 )， 高 等 教育 由 版 扯 ， 
1985, p. 69. . 
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HG D-H) < | fea. (1. 10 


因为 

HC) 1 ies—1}<21f(7)] 
且 后 >0 时 ,e'**>1, 由 控制 收敛 定理 ， 当 3->0 时 (1.14) 左 端 对 8 
一 致 地 赵 于 孝 。 从 而 2 连续 。 最 后 来 证 
明 (1. 12). 因 


f(s)=— 3 上 ze 
本 廊 -| 。 f(z)e(* 合 )dz (ls| 充 分 大 
时 , s 关 0) 
= 1 | A 到 jerwau 《1. 15) 


将 (1. 1) 与 (1. 15) 相 加 ,得 
| LUO/iCms)s 
注意 到 (1 11) 及 上 一 引 理 , 故 当 |*| 十 oo 时 
21f(e1<-3 [fo— f.1,—>0. 证 毕 ， 


《1. 12) 式 亦 称 为 Riemann-Lebesgue 引 理 .我 们 今后 要 册 


到 它 . 
. 为 了 后 面 的 需要 ， 引入 至 关 重 要 的 一 对 畏 助 函 数 ， 它们 是 
H(s)=e- i*! C1, 16) 
hz)= 守 | Hlas)je-irds (4A>0) (1. 17) 
简单 计算 表明 


* 226* 


1 和 一 AS -isr 二 用 
hz)=F7| :2 le A 


| 5Cz)az=1， (1. 18) 
引 理 1.3 若 feL, 则 
(ri) (5)= | HS)fl)e ds. (119) 
证 由 (1 17) 及 Fubini 定理 
Ort) = fey Hse 


=- 记 | 五 (4s)f(s)e-'rds. 证 毕 . 
在 (1. 19) 中 令 4->0, 粗略 地 看 , 潜 fEL, 的 话 , 右 端 汪 直 于 
-人 Foeeas 


若 能 证 明 左 端 有 
tim (frh)(z)= (7), 


则 得 到 用 j(s) 表 示 所 z) 的 反 演 公 式 
fs)= 3) fs) eas. 
为 证 实 这 一 点 , 我 们 还 需要 如 下 引 理 . 
引 理 1.4 若 9ET-, 且 在 zx 处 连续 , 则 
lim (grh) (2) 9g(7). . (1. 20) 
证 由 (L 18) | 
(ga) Cz) gz) | Lolz—y) —9(2) hh (ay 


a 237 。 


=| _FgG 一 及 一 (2 天 和 (二 )m 


=| 1 (1. 217 


其 中 
ES 1 a 
PO 本 (| = 二 
又 
19(z 一 4s) 一 9Z)| 魏 29 
而 
| -Ce)ds= lo 天 <+oo， 


由 控制 收敛 定 理 , 在 (1. 21) 中 令 4->0 便 有 (1. 20). 
注 引 理 中 g(z) 存 xz 处 连续 若 改 为 对 于 某 一 串 4 和 ->0，z,= 
Z 一 40s.3>zy 有 有 8fz) 点 态 收 化 于 g(z), 则 由 证 明 可 知 


lim (g*h,)(z)=g(7), (1. 22). 
引 理 1.5 若 1 委 2<-Hco 且 fELi; 则 
lim If*h,—ft, =0. | (1. 23} 


证 设 1<p 二 -+ 00, 由 (1.18) 及 Hilder 不 等 式 
[Urb ) (72)— Az)? 


(Tf) -Ko hy 
(Ff fh Dh Day) 


加 
和 


[fp ha hey) 


从 


AGL 
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其中 二 + 士 1. 但 ?=1 时 以 上 不 等 式 明显 成 立 ， 于 是 1< 

二 十 吧 寺 ， .ee 
(2) /ls 

<J( ep -fn ha hay 


=| 人 一/ | Day. (1. 24) 
令 9()=| 六 一 让, 刚 


sh + Hh) =2 | 让 <+e 
又 由 5| 理 1 ， 
lim gy) = 9{0) 二 人 
将 (1.24) 的 右 端 变形 并 利用 上 一 引 理 。 
B= a (y) ay= AL 


= sha = 9 hay 


= g (0—D bay = (9g* hy (0) 


—>9(0)=0,， 2A—=>0. 
出 (1.24) 得 (1. 23). 证 毕 . 
有 了 上 上 述 准 备 , 我 们 来 叙述 重要 的 反 演 定理 。 
定理 1.4( 肥 演 定理 ) 者 fjEZ; 及 fe, 记 


g(r) -7 fe (1. 25) 
则 gC 在 (一 2, 十 cc) 中 一 致 连续 ,9( 士 co) 一 0, 且 
f(z)=9x). (a.e.2) (1.28) 
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证 ”要 证 明 8(z) 在 (一 co 十 co) 中 一 致 连续 及 898f 士 oo) 一 0， 
只 要 逐 字 逐 句 重复 引 理 1. 2 的 推导 过 程 ,不 费 述 ， 现 专 证 (1, 26). 
在 引 理 1. 3 中 ,观察 (1. 19) 左 端 ， 由 引 理 1.5 

lim | 到 一 7 一 0， (1. 27) 
Lz; . 

limlf,—fl, =0, 

则 必 存 在 子 序列 be 使 有 : 

lim fn,(X)= f(z)®, (a e.) 
于 是 由 (1. 27) 知 ， 存在 一 串 4.>0, 使 

lim (feh ) (7)=fT), (a.6.) 
田 一 方面 , 由 (1. 19) 的 右 端 , 有 四 

[H(As) fs)e i 一 es)| 

Hin H(A,s)=1. 

由 控制 收敛 定理 ，(1. 19) 右 庙 可 以 在 积分 号 下 到 极限 于 是 在 - 
《1. 19) 趾 令 2,->0 时 得 到 
f(z)=9(7). (a.e.) 
注 1 (1,26) 可 写 为 


/2) =r) fe as (ae.) 《1.28) 


这 就 是 用 了 (s) 来 表示 成 z)，《〈1. 1 与 (1 28) 呈现 出 形式 上 对 称 的 

样子 ， 把 (1. 1) 视 为 右 端 为 花艺 而 未 知 函 数 为 了 的 积分 方程 的 
也 见 夏 进行 编 * 实 变 函 数论 与 江阴 分 折 ? 下 肝 ( 第 二 版 )， 交 等 教育 轴 版 社 ,1985， 

P35, 
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话 , 那么 (1. 28) 便 是 (1. 1) 的 解 . 
注 2 引进 Fourier 算 子 的 性 随 算 子 FP*: 


F*(f) =—=— 5 元 [ CCze -me gz. 
则 (1. 28) 意 味 着 对 几乎 处 处 的 + 有 
F*F(f)=f, 
即 
及 + 万 一 了 
这 就 是 说 , 丙 * 一 五 - 

注 3 因 六 +, 丸 开 为 伴随 算 子 , 故 也 可 这 样 定 义 REouriet 变 换 ， 

好 所 z)ELl 肝 ,定义 
F(f)=-B=| fr)e-ds 
为 f(T) 的 Fourier 变换 , 可 以 逐 字 逐 名 重复 定理 1. 1 名 定理 1. 4. 
特别 是 肥 演 定理 有 
了 + 加 一 了 

: 或 用 定义 1,1 的 话 来 讲 有 FR*=T, 央 此 下 * 为 下 的 左 人 逆 局 厦 逆 算 
: 子 (要 注意 了 及 了 同时 属于 了). 

帕 肥 演 定理 立即 可 得 

定理 1.5( 唯 一 性 ) 若 feL. 生 1(s)=0, 则 

ZJ:=0， (93.8.) 

本 定理 说 明 , 若 f,95L, 且 /二 9(a.6.)， 则 f=g(a.6.); 或 
者 说 , 若 f->f 是 万-> 五 ,的 映照 , 则 此 瑞 照 必 为 一 一 的 (在 a.e. 意 
义 下 ). 
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$2 工 ,中 的 Fourier 变换 
车 f(z)ELi[ 一 00, col 仍然 考虑 变换 (1. 1), 则 因 积分 
| flrYeirsdr | ”2 (2. 1) 
一 般 不 存在 , 故 (1. 了 ) 无 意义 事实 上 , 从 f(z)ELs[ 一 co0, +co] 一 
般 推 不 出 fz)ELI[ 一 oo0,o0]， 然 而 由 于 下 述 的 Plancheral 定 理 ， 
可 以 赋予 上 述 积分 以 新 的 含意 , 使 得 在 Ls 空间 中 Fourier 变换 理 
论 得 以 顺利 地 展开 . 
.2.1 站 ancheral 定理 
定理 2.1 (Plancheral) 对 十 每 个 JEzs: [一 co, 十 co ] 孝 必 
存在 并 一 co, 十 oo] 使 得 
{1) fls= 4); 
(2 车 区 五 人 总 ， 则 子 是 按 五 意义 下 函数 子 的 Fourier 变 
f=F(f) = f(x)e's dr; (2. 2) 
3) 了 与 了 存在 闪 下 列 对 你 关系 若 令 
0) -| fee 
及 
1 se 
gz) 一 -7 fs)e- a, 
则 . 
1 一 有 :=->0， (am—fl>0 (A-> 人 co 人 7; 


(4) 天 > 的 映照 是 二 -> 工 ; 的 单 全 ( 满 ) 射 ， 而 此 是 5 一 Ls 的 
* 232 。 


辐 构 映照 . pS 

证 本 定理 的 证 明 较 元 长 , 我 们 分 考 干 步骤 证 明 ， 
(a) 首先 证 明 feELN LI 时, 有 |fl:=1f1:， 而 且 此 时 的 了 = 

F.(f). 
邻 9 一 J* 了 ,其 中 了 = 了 (一 z). 因 为 feL1,， 所 以 了 EL， 由 定理 

1.3 及 (1.5) 有 ,gSD, 且 

9(s) = Zr f(s) fs) = ar f(a)’. 

由 引 理 1.3 


(g«hi) (0) = -| H(As)9(s)ds 


=| Pas) |fCs) [ds.: (2. 3) 
因为 z 
9 =| f(z—) Fy dy 


= | 1 (z+ Fdy= 《于 -> }). (2. 4) 
由 内 积 连 续 性 , (fz, 了 为 了 _: 按 Ls 的 范 数 的 连续 泡 数 , 又 fb 
由 引 理 1, 1, 对 任意 的 Xn to, 有 

fs — fs :>0, 
从 而 
,lim yz) = I 20), 

特别 取 zx 三 0, 由 (2. 4) 有 、 
lim 9g(zo) 一 9(0) 一 fi. _ (2, 5) 
仍 由 (2. 4) 

ge) |= | (fs 1 Ss f=1f i. 


根据 引 理 1.4 的 注 , 取 加 ->0, 而 zs 一 0 一 as， 
于 


lim (g*h ) (0) 一 9(0) = 1f|?. : (2.6) 


人 3) 的 有 端 
H(As)|fCs)!’>0, 

且 4,->0 时 , H(A4,s) TM 1, 由 非 负 单调 增 函 数 积分 号 
平 求 极限 的 定理 知 


im | HOns) fC) lds =F. (2.7) 


这 样 ,在 (2.3) 两 端 令 入 ->0 取 和 极限 ,由 (2.6)，(2. 7) 得 
fl:= fl:, 

证 明 的 过 程 表 明 , 了 是 (2) 在 工 意义 下 的 Fourier 变换 . 

{5) 证 明 对 生意 的 JE 必 看 在 国 数 fSL, 使 得 19, 一 f1 一 
0(4 一 十 co》 (注意 这 时 了 就 不 能 认为 是 工 , 意义 下 的 Fourier 变 
换 ), 而 且 | 月 := 1 

令 
flz), lzl<4, 


ee | 
加 (二 0， i (2. 8) 


则 4ELiN I 事实 上 ,由 f4 定 义 及 Schwarz 公式 
Faw lar= role 
<(| fw hav <Vaa lt. 
下 5D 而 f4SL 更 为 显然 .为 外 WA Y 


。 EA A 


=(| +| i dr->0 (A>+e0). (2.9) 


因为 
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pals) 一 -7 -人 (Deeraz 


=- 交 | jsfz)etzdz 一 了 


由 以 上 步 台 (oa) 的 结果 

1P， fs = If41: = F412. (2. 10) 
但 注意 到 (2.9)，f4 为 Cauchy 收敛 ， 从 而 94 亦 为 Cauchy 收 
化， 然而 f4ELsy 从 而 ps4SLz. 根据 Ls 空间 的 完备 性 , 必 存 在 着 元 
素 fEL; 使 得 

1 一 才 s0，4- 一 十 co 《2. 11) 
-在 (2.10) 两 边 令 4 一 十 oo, 由 (2.9) 及 (2. 11) 有 

Bas lim lpal2= lim 1f 4 ,= [fl;. 


通过 这 一 段 证 明 , 有 以 下 儿 点 值得 注意 . 
注 1 由 (2.8), (2.9) 看 出 ,ns 在 za 中 稠密 . 
注 2 证 明 中 如 果 令 
wi] f(s)e'™dz, Bh, 
f(z) B<z< 4d， 

Xs 
fat 一 人 0， +>A 及 zx<B 
同样 可 证 出 存在 feEL;, 使 
pas—fla—>0, A>+20,B>—00, (2. 12) 
让 及 用 := 了 Fl 

注 3 : 当 研 厂 时 ,了 在 五 意义 下 的 Foutier 变换 的 意义 是 


FR(f) = f(s) =-| 了 (zyeizady 


党 im [ F(zJeizagz 一 im 人 (zetaz。 (2.13) 


A 中 + 月 
五 中 一 名 
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而 当 fEz 时 ,我 们 把 (2. 11) 或 (2. 12) 这 一 事实 记 为 
f=1.i.m.g4s=1.i. Im. gq 
人 d+ 


人 -| feds 


, 1 rc4 i | 
=1.i.m. i) fo。 dz {2.14 


把 (2. 14) 意 义 下 的 子 称 为 工 。 意义 下 的 于 的 Fourier 变换 , 或 称 
为 了 在 工 ; 意义 下 的 象 ,或 写成 

(用 = 
有 时 把 (2. 14) 干脆 也 写成 


F(A)= fs) =5r| fod (2. 157 


在 很 多 书籍 中 ,不管 是 fEL, 或 是 feEL,， 其 Fourier 变换 均 写 成 
(2.15)}， 这 时 事实 上 已 默认 : fsZ 时 按 (2.13) 理 解 ; feE 工 ;时 控 
(2.14) 理 解 . 

注 4 在 工 ,意义 下 的 Fourier 变换 , 当 JEZ, 时， 得 不 出 jE 
Z6 然而 在 Ps 意义 下 , 当 太志 时 ， feLs. 这 是 L: 意义 下 的 Fou- 
rier 变换 优 于 工 ! 党 义 下 Fouricr 变换 的 地 方 . 

下 面 继续 定理 的 证 明 ， 

Cc) 证 明 |4 一 人 ->0， 4-> 十 ceo. 

与 (6) 一 样 , 令 

Go) 1s| <4， 


拓也 ;和 五 
0， [sl>A4, NL 


同上 《站 4 一 站 :一 0, 当 4->- 上 2. 注意 ， 


y =- 一 二 全 fs)e ds=— 5—| (f(s)) ue 'ds 
/27 Ia | ~ 2 1 _» 4 二 
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碍 于 %s 和 gs 在 形式 上 的 对 称 性 , 与 (a) 类似 ,有 
|¥4l:= Hf) 4l2. 
由 于 (f)4 按 五 的 范 数 收 敛 于 jj 所 以 V4 在 5 中 Cauchy 收敛 ， 
问题 是 为 什么 收 合 于 f, 亦 即 为 什么 
ty sfl>0. : , (2. 16) 
这 是 证 明 的 难点 . 
在 (8) 中 已 证 明 刀 是 等 距 算 子 ， 现 引入 了。 的 伴随 算 子 ， 当 
.feELz 有 时 ,定义 为 
F#(f) =1 i Lm fressdr 


这 个 极限 的 存在 性 , 由 它 We 而 且 术 3 
也 是 等 距 算 子 ， 其 实 也 可 直接 证 明 ， 因为 


CF#f) (x)= li. m. {fear 


im femdu= Paf(—2)), 
从 而 
[F#fls= | Ff —2x)) 1s= fz) 1 = jf Cr) 
要 证 明 (2. 16), 事 实 上 只 须 省 明 对 任何 fEzs 有 
FtFsf=—f 《2. 17) 
. 即 可 ,因为 上 式 就 是 
f= psjf=l. i. im| f(s)e-sds=1.i. m. 
ES 
首先 证 明 当 JELfN sfELNI 时 , (2.17) 成 立 ， 因 feL， 
feEL,, 由 反 演 定理 1. 4, 对 几乎 处 处 的 x . 
rir f=f. (2.18) 
又 因 feLi, 由 (@),Ff= 了 =F,f; 同样 因 jeLs, 由 与 F* 的 对 称 
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性 知 
rf=PFtj. 
从 丽 (2.18) 为 


f=FtF f=r?f=F}f= FSF.f. 
-其 次 计 明 feEL.N 时 ; {2.17) 成 立 . 


, ”~ 
为 此 ,验证 fxhELiNn La 了 + SL,N Ls 
内 为 


[fp yl 
和 | hea) HDs = Ih <+ or 
于 是 f#*h 和 SEL. 又 因 
[Day dr 
<| (foie —y) [hy) hl) dy) ez 
<| 《| fp Dy) by) )dr 
= hoy) Nf hdr ht 


于 是 fhSL; 
根据 益 祝 定理 1. 3 
| A 区 
ee V2a fh =V2rfy 二 pe dr,. 
由 痢 数 定理 可 算出 
frhs = fer" > 


[if {els: ds<( | lf(s) | sds (| er ds 闪 


= 上 fl :| En ds ) < 十 cc， 
| fs) |2e-2 4s1 gs 
<[ tf) :ds=|f1i<+o0. 


故 及 和 EL To， 由 二 疡 讨论 知 

FSF fsh) = fxh. (2. 19) 
当 1>0 时 ,由 引 理 1. 5 i 
lim! 下 一 了 | 一 0. 


在 (2.19) 中 令 4->0, 取 1.i.m. 意义 下 的 极限 , 因 五:, F 均 为 等 距 
算 子 , 故 FIs 为 连续 算 子 , 于 是 得 到 
FF,f—f. | 
最 后 来 证 明 仅仅 设 fELs 时 , (2. 17) 成 立 。 
由 本 埋 证 明 步 骤 ( 妇 之 下 注 工 知 ,五 站 在 工 中 称 密 ， 因 此 
对 任何 feLz, 必 有 fuEZimnEs 使 得 17 一 州 :一 0, 4> 十 co， 对 于 
f4 有 
FFafs=fa. 
在 上 式 两 端 令 4-> 十 co, 在 1.i.m. 意义 下 取 极 限 便 知 (2. 17) 成 立 ， 
从 而 有 (2.160)， | 
” 注 我 们 在 (5) 中 已 证 明了 


i 1 1 克 igs 
Flim ps) im | ed, 


并 写成 8 
f (8) =F,() = | Fs)erds (2. 20) 


这 里 我 们 又 证 明了 
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了 -一 1. 1. I XY) =1. 1、r ~- 成 一 | frye ede, 
EP 于 + A 28. 


业 似 地 可 写成 


f(z)=F4(f) = scr f(s)e- ds. (2. 21): 


(2. 20), (2.21) 构 成 了 工 : 中 Fourier 变换 的 反 演 公式 . 有 趣 的 是 ; 
只 要 fEL;, 反 演 公 式 (2. 20), (2. 21) 自动 成 立 , 这 种 自动 成 立 的 情 
况 , 又 是 Ls 的 Fourier 变换 理论 优 手 瑟 的 地 方 。 

(2. 21) 也 可 写成 | 

| F*F,f=f. (2. 22) 
若 不 会 混淆 的 活 ， 也 写成 BY*8 一 了 当然 也 不 . 难 证 明 FJ 一 了 
这 时 P+ 一 F-! 是 下 的 左 道 或 右 逆 算 子 ， 

” (4) 证 明定 理 中 的 结论 (4)， 

对 任意 feELs, 由 (5) 知 了 二 F,(1)ELs; 反之 给 定 gsL2, 则 同样 
FigEL,, 于 是 Fa(FSg) = yg. 这 说 明 ff 的 册 照 足 Z 一 了 工 : 的 满 
卫 照 (全 射 )， 

又 车 fi.=>f,, fe>f,, 且 六 = 记 好 产 一 户 一 0， 叶山 三 * 中 反 演 - 
公式 

0O=F*(f—f) = PFA(f2) —F fi))= ff. 
于 是 f ,这 就 是 说 了 -> 了 的 映照 是 工 :> 工 的 一 一 映照 { 单 射 ).. 
容易 看 出 ,车 ,fiSLs, ci cs 为 复 党 数 , 则 
Falerfit cafe)~— ce Ftfi)} + cPFs(f:). 

史 外 ,容易 验证 恒 锋 式 

4fg= [fg — fo ilf cigl’—ilf—ig!’. 
当 fg 二 , 由 上 式 及 等 距 性 ,得 

4(f ,Df ol gi-igl2—ilf—ig)? 


= oI — otilftio il— i 
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=4(j, 9),， 
亦 有 即 


(f,9) =— (f,9). (2. 23) 
故 广 > 了 的 映照 是 5 一 开 的 同 构 有 贞 照 ，(2.1) 及 (2.23) 称 为 
了 Parseyal 等 式 及 三 尽 的 Parseval 等 式 ， 至 此 , 本 定理 全 部 证 毕 。 

注 1 若 五 为 Hilbert 空间 ， 人 车 对 

红 间 的 fE 囊 ,有 

有 有 三 有 有 
其 如 的 伴随 算 子 5* 一 V7!, 则 条 五 为 保 范 算 子 .根据 这 一 定义 ,了 
是 保 范 算 子 ,同样 妨 也 是 保 范 算 子 . 

注 2 工 ,中 Fourier 变 换 定 理 1.1 及 定理 1.2 在 并 :理论 中 
均 成 立 , 不 过 假设 换 为 ELs， 且 相应 积分 划 在 工 * 的 意义 下 理解 . 
和 例如 证 明 当 fEL2, 9(7) 一 了 (5)e ea 为 实数 , 则 有 

§(s) =f(s—o). 

事实 上 ,94(2)=J (2T)e ,gas 4ELN 站 5 于 是 由 定理 1.1 
之 (1) 


= 1 on 
| gsmds = | far)e' rd, 


:成 旭 
| gx) es d= fr)e' edz 
念 4> 十 co 取 1 和 ,意义 下 的 极限 有 
8(5) 一 7 了 (se 一 只。 


2.2 卷 积 定理 

堆积 定理 是 求解 卷 各 型 积分 方程 及 革 些 偏 伍 分 方程 的 重要 工 
几 ， 下 面 我 们 来 介绍 它 . | 

定理 2.2..《 鳞 积 化 考 积 ) 者 jgczo 则 
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(人 一 (2.24) 
或 详细 写 为 
pr CPD :Fe9)) = f*y. {2.24) 


证 因 儿 gL 从 而 忆 9EL2, 了 95 故 上 式 左 轴 是 有 意义 
的 .又 


pr 09) = | fs)9 Ce)e- rds 
= E20), Noe ™) 
=- 二 zh， OR 


pp (Ds PTEOD eTm)) (利用 (2.23))。 


Mi 
PCR) Bl Oo)e ie tds 
na g(r—i). 
代 人 上 式 有 
本 Tr fy. 证 毕 . 


注 1 从 (2.24) 出 发， 丽 边 作用 三 似 平 有 大 入 化 条 公式 
PP(PxJ) 一 237 让 9 一 37P( 人 PC 
们 这 幅 作 是 不 对 的 ， 因 为 不 能 确定 +g 是 属 卫 上, 还 是 二， 因 些 : 
Ff*g) 或 Pe(f*9) 可 能 是 无 意义 的 . 
注 2 车 fg95Ls, 利用 广义 Parseval 竺 入 SG 23) 避 类 所 地 证 
明 ( 雇 疗 可 作为 习题 ) 
二 242 + 


F(f.9g) 一 af + (2. 25) 


PF*(f9) = ~ Zr Cr Cg), (2. 26) 


F(f-9) ba *FOO). - {2. 27) 
为 了 叙述 卷 积 变 乘积 的 定理 , 先 娄 如 下 引 理 : 
3j 理 2.1 . 没 fELp gEDi;1P< 二 %, 则 ff*8ELg, 且 
| rz 一 DoGDaylslfllel (2. 28) 


证 2 一 1 Us 设 1<p<+co, 因 [fl?EL，9<L,， 
由 定理 1, 3 _ 
fer—D 1? glade 


故 对 名 平 处 处 的 
[f(D lr? lg(W ly<+o, 


也 1 对 国 定 的 几 于 外 处， (f(z—PD Ig | EL, m gt) 


EL,, i a 由 H5jlder 不 等 式 


frgl<| Ce) CY 


| 


i fe 1? 人 oy 


fgls< log i fC%— Dr) 
二 |gj1f1,<<-+oo， 证 毕 
法 “本 引 理 对 p= co 时 也 成 立 . 
引 理 2.2 . 设 (2), (2)EL. 
+»* DHF 


可 1 一 和 ->0 (4->co)， 
又 gp(z)EL,, 则 
Lim | pO) Ys | p(s, (2. 29) 
OI Ge -9 一 wom|， 
< (fio ile 
— ye—w id) dz] 4 
<([ ow (Iya 
(DIP ad 


一 由 站 区 4 一 区 ya->0 《4 一 co)， 证 毕 . 
定理 2. 3( 着 积 化 乘积 ) 设 feL,,gsL, 则 


灰 (F*g) 一 /2 元) Fg), (2. 30) 
或 详细 地 写 
Fo(f*9) = 2 PfIF(9), (2. 30)? 


证 因 feLz,gEL, 由 引 理 2.1 知 f*g<Ls 由 定理 2.1,fEL; 
由 引 理 1. 2, 9EL。, 从 而 了 9ELs， 只 要 能 证 明 


If) = (2. 31) 


然后 两 边 用 Fs 作用 , 利用 Ls 中 的 有 反 演 公 式 就 可 证 明 (2. 30). 
现在 来 证 明 (2.31). 事实 上 ， es 
[fcs)9¢s)e- ds 一 | fa Cs)9 Cs)e "de 


=| (ded) (se a 


[| 


oy 人 1 8 _ 
| 
和 《 因 ED 利用 Fubini 定理 》 
请 本 
=| sg za) 和 ?ds )au 
过 | gO al dy, 
因 产 gEZo 故 当 4 一 +co 时 ,上 式 左 端 趋 于 
| f(s)9(s) er ds = P30f:9). 
四 引进 2.2, 尖端 趋 于 
1] rir™ 和 1 
ppd Aim dt ih 


证 毕 . 
注 当 feLs9EL,. 同时 成 立 着 


A 
19) = Ff*9, (2. 32) 
Fa(f*g) = V2 Tha(f) Ptg). (2. 33) 


这 就 没有 定理 2.2 注 1 那样 的 担心 ,因此 应 用 起 来 方便 . 

问 样 ,可 以 类 似 地 证 明 , 当 fEza;ygE 时 有 
Fi(frg)=vV2r Pf PF (9), (2. 34) 
PPIOPID) = Bag 2.35) 

但 注意 在 闻 梯 的 假设 下 , 因 SL,95L。， 于 是 fx9 不 一 定 有 

意义 ， 所 以 我 们 不 能 考虑 (jf*9) 及 F*《f*9) 如 何 化 乘积 的 公式 ， 
也 不 能 考虑 原 象 乘积 化 为 象 的 着 积 的 公式 . 这 是 应 该 引起 注意 的 ， 


2.3 特征 值 定 再 
定理 24 设 fJeL. 在 L; 意义 下 沁 
* 247 0 


P(f) = f(z)errdr, 
网线 性 算 了 五 公有 四 个 特征 值 二 1， 士 i， 且 每 个 特征 值 是 无 限 阶 
的 ,从 而 五 不 是 上 ,上 的 紧 算 子 ， 
证 es 


Pn(T = 一 一 一 - io =0, 1 2, us 
ER rn 
是 ZL 一 co, 十 co] 中 的 标准 正 交 完 备 系 . 其 次 , 我 们 通过 计算 验证 
Fp) =i'gAr), (2. 36) 
事实 上 ， 
1 ” 于 d 机 一 了 2 ter 
五 《Pan) 一 二 了 二 | (a e | dr 
i Fe x a “(A a 
( 令 y= 二 zx 十 is)， 
因为 
fe ‘y i ee- . 
从 而 z 
乞 ) 人 2 (Vis)2 
于 是 
a | pa 
Fe 本 二 机 一 各 es za] 
a pr | 人 ) 。 多 
多 和 2 _a 一 (2 
EVA | 2 pe 人 


( 令 2=y 一 i5) 
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ns soo i 

二 三 pe- | 尼 (和 da 
/2x Orn TN - 一 om 

~ 2 ire™? £ a ) ee” 


站 (xis)’ 
i e 8 dr 
VAN ONIN TN 


ww 
( 一方 ) 
v2ire®s /d 


= rE) 。”Y 7( 由 留 数 定理 ) 


tpn(8). 
对 于 任意 的 fEL。 有 


f= > fs 


令 

有 
DS fi"gp,=h ee 
中 一 个 n=l 

寻 


(A—i")f, 0, n=0,1,2,..° 
当 4 关 土 1 十 时 , 对 一 切 #, 4 一?" 关 0, 从 而 f= 二 0， 于 是 一 0, 故 
4 壮士 1, 土 i 时 不 为 五 的 特征 值 、 然 而 当 4=1 时 ，fur 可 任意 ， 
N46 时 ,fr 二 0, 因 此 


= fupa(F0) FOF =T. 
EK=0 


故 4 二 1 为 特征 值 , 且 4=:1 为 无 限 阶 ， 同 理 可 证 4= 一 1, 十 i 为 特 
征 值 , 旦 每 个 都 是 无 限 阶 . 证 毕 . 
。247 。 


2.4 Fourier 余弦 及 正弦 变换 
车 县 数 f(z) 仅 定 义 在 [0， 十 cj 上 ， 为 了 定义 x)ELs[0， 
十 ce] 的 Fourier 余弦 变换 , 可 作 偶 延 拓 
f(z), z>0, 
0 
显然 其 z)EEsL 一 ce, 十 co]， 于 是 


Ff) -=| Nr)eed 


= /二 | Fr) eosredr. 
TT 0 
这 时 我 们 定义 


PC = S| fr)eosrsdr (2. 37) 


为 了 在 区 闻 [0, + oo] 上 的 Fourier 余弦 变换 . 积分 是 按照 i. mm. 
的 意义 理解 的 ，Fourier 余弦 变换 有 如 下 性 质 : 

1" Rs(j) 是 s 的 偶 函 数 . 

2 也 。 自 伴 , 自 逆 , 即 Ft 二 FP。=Fs1， 

事实 上 ， 


家 ea 1 加 —ist 
frP (ND = az) eePoCP)ds 


一 也 cosszFe(f)ds. 


To 


当 xz 守 9 肝 
六 F.(f) eossrds= FF,(f) 
这 就 是 = 了 =F5'. 
3° [Fflz,e0,% = | fs, ro, 


由 工 : 意义 下 算 子 了 的 保 距 性 有 
- 248 ， 


7 


YA 


人 局 


| Pi= 言 | Fl 


A 
一 加 站 
业 似 地 ,上 由 广义 Parseval 筷 式 , 可 证 
| Fe Fo ds ={ FC) Ea. 
4” 五 。 有 特征 值 土 1, 且 均 为 无 限 阶 . 
娄 似 地 , 如 对 fC(f5) 作 盏 延 拓 ,可 得 Fourier 正弦 变换 
F.C) =/ 三 | fr)sinsede, (2. 38) 


且 达 so( 力 是 奇 图 数 ; 开 Rs 一 To 一 Ts 保 距 ; 以 士 ?为 特征 值 , 且 均 


为 无 限 阶 等 等 。 这些 都 与 前 相仿 ,从 略 . 


$3 Fourier 变换 的 应 用 
3.1 Fredholm 型 卷 积 方程 
首先 郑 碟 丰 -1 卷 积 方程 
| EGc-De(9) dy = f(r) 《3, 1) 
其 中 K{T)EL[—%0, 十 coj， f(T)EL[—%, 十 避 ]， 而 ozZ) 在 
[一 0, 十 co] 中 求解 
在 (3.1) 两 边 作 工 ; 意义 下 的 Fourier 变换 , 由 定理 2. 3 
M22rF(E)F (Pp) =F(). 
设 F(KK) 关 0, 则 


Ff 
A A 


设 右 端 属 王 五 ( 例 如 当 | 忆 (站 )| 关 90 时 )， 则 
+ 2489 。 


sf PF) 
p= 7 (元 莒 ) (3.2) 


这 就 是 说 ，(3.1) 如 有 解 ， 其 形式 必 为 (3.2); 反 过 来 ， 易 于 验证 
(3. 2) 确 是 (3. 1) 的 解 ， 改 (3.1) 有 唯一 解 (3.2). 
其 次 考虑 下 -[I 卷 积 方程 
(7)—4| EK(s—y) pC) y=f(z). (3. 3) 
K(z), fz),p(z) 假 设 同 上 ， 类 似 地 作 Fourier 变换 ,有 
F(P1—M2arAP(K)I=F(f). 
最 后 得 


i FOF) 
Wd (I . 人 


已 假设 1 一 V2 7 4F(K) 关 0, 且 (3.4) 太 端 括 号 中 的 函数 属于 工 . 
例 1 求解 


p65) -A ep ys), fel (3.5) 


解 ” 因 为 
ee 1 
Pels) = /2 Ls 
按 惟 上 内 又 有 
_ ls’ 
Flp)= 一 主人 办. (3. 6) 


当 且 仅 当 1 记 村 时 83 二 1 一 24 有 实 零点 ， 下 面 假设 4< 革 , 又 因 
. 1+s? 
et tr ary 
从 而 -54 有 办 ,所 以 (3.6) 有 端 属 十 Ls， 如 果 记 a 一 1 一 24， 
则 
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p(T)=F* IG 二 3 


PC | 


1 1 
=f(z)--2AF+ Go 


i 本 
A ty i (sha) 有 (用 


一 成 z) 1 (5 (3.7) 
下 条 用 留 数 定理 计算 T=F*(1/(s*+a*)). 
| @-irs 
M2 As ta 
eA 


z 之 0 时 ，7 一 
Vai 
@™1i-2i5 
+<0 时 , I= FT 二 
对 w3>8 及 x-<9 分 别 在 下 及 上 半 平 耐用 留 数 定理 ,总 有 


~—~1—24l£ 
| BY 加 | 


将 (3.8) 代 入 (3.7) 有 
9(Z) 一 He) tA Pe f(y) dy. 
附带 地 , 当 pELs 时 ,不 难 证 明 对 于 
Ky=[ em p(y)ay 
的 钼 子玉 ,有 [KI1<2. 事实 上 


F(RKw)— V2 TF (ee TIL) P(g), 
[KpI=|FCKP)|= 1 (op) 本 1=21pl. 


最 后 考虑 含 “ 和 核 " 的 方程 , 例如 
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F-I 含 和 核 的 方程 
| _K(z+tWpydy=f7). (3.9) 


设 KK(z5)EL, f(z)ELs, 在 工 z 中 求解 2(z) 
在 (3.9) 中 令 g= 一 必然 后 在 (3. 9) 两 边 作 Fourier 变换 ,注意 
到 互 (2( 一 妇 ) 一 忆 < (gp(w)), 有 
V2xF(K)F*(p)=F(f). 
按照 以 上 类 似 的 讨论 (和 假设 ), 得 


?7(yarF0E) 
至 于 F-II 含 和 核 的 方程 
g(z) 一 和 KCzt)p Nady=f(), (3.10) 
在 KK(z), Kz) 间 样 假设 下 也 可 讨论 , 留 给 读者 作为 习题 


3.2 ”应 用 于 和 解 偏 微分 方程 


用 Fourier 变换 ， 常 可 将 偏 微分 方程 化 为 自 变 量 少 一 个 的 方 
程 ,因而 易于 求解 . 
例 2 解 热 传导 方程 
(a 
Di ax?’ 
u(x,0) =g(2), g(r)ELt — 00, + 00], 
假设 方程 存在 解 u(x, #), 且 设 Uy Hry Uzry Uiy 当 t 固定 时 关于 
z 皆 属于 ZL 一 co, 十 co]， 且 w( 士 co 站 一 te( 士 coy 如 一 0， 通 过 
两 次 分 部 积分 ， 


再 (szz) | Urre A 


ti 守 0, — ct, 
{3.11) 


+ 品 


一 -一 二 -一 | Ue 兰 可 | 12 人 1 
AAA2 TT! | GE ”ne 


ee 252 。 


is #4 工 
-ue 
并 假设 形式 地 有 


is| B= 


(= 37 (0) (3. 12) 
对 (3.11) 施 以 Fourier 变换 ， Pe 
| 
‘FPF(u)|i-o=F (9): 
其 解 为 (zw) 二 e-"'F(g). 于 是 
ulz, 1) =F* ee 
| FP*(e-*:) g(r—y) dy. 


由 (2. 36) 中 令 w= 二 0 有 


1 
Flo) 一 poy poe  ， 
印 


ZX 82 


Fle 7) ~e 3. 
由 定理 1. 1 之 (4), 令 4=~vV2t, 则 


在 2 TE | 
F(e 2 三 地 [到 生 ) 一 [21e i ~V2le's, 
改 
1 rr” - 电 
ws 6) = [3 stg(r—y) dy 
1 -oo (7—y)? 
一 去 r | 。 "ydy. (3.13) 


最 后 必须 验证 (3.13) 满 足 (3.11) 及 ,tw zzy USED, 有 目 4( 士 00,t) 
二 Wz《( 土 00,t) 二 0， 以 及 (3.12)， 以 说 明 以 上 运算 的 合理 性 , 请 读 
者 自行 验证 ， 
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例 3 解 波动 方程 
可 2 人 Ow 
ja 3z2? 


le 0) =f(z), ws 0, 


其 中 f(z),f 人 (C2), J"(z)EL[—00, 二 +00j,f( 土 0)= 了 ( 土 0)=0 
设 (3 14) 有 和解，H. 2 or Wrzrs Wis ws 当 芋 圈定 关于 %# 血 属 于 sz, 又 


4%( 士 co 划一 zs( 士 co 昌 =0 以 及 


{3.14) 


2 2 
= (SF) (3. 15) 


类 似 于 例 2,《3. 14) 可 化 为 
多 =—8F(u), 


=0, 


FW 1io=F(f, SC. 


解 得 
F(lu)=F(f) cosst, 


sc 有 = e-ezcosstP(Pds 
1 Ek Cese-0 Fe-urt) rf ds 


2 x 
= (s+) +f(w—t)]. {3. 16) 


最 后 应 验证 ,这 个 解 满足 (3. 14) 以 及 开始 我 们 假设 的 各 项 . 


例 4 解 波动 方程 
giu_ 4 
gt Ox? i 
F(z.0 《3. 17) 
2&(z 0) 一 0， Se 0) 一 zr), 
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设 84z) 9 (7X)ELs[ 一 00, co],g( 士 co) 句 存在 ,对 于 任何 z， 
[gw) dy 
是 存在 的 ,我 们 设 它 也 属于 工 工 一 co, 十 co]. 


假设 问题 有 解 , 且 ,wo Wess wuss 当 站 国定 关于 zx 钳 属于 三 ， 
且 w( 工 00,8)==uy( 土 00， 引 二 0, 计 设 


OF(W) Ow 
rE ($F) 


按 前 例 的 作 洪 ,得 


FD) 


3 =—s*F(w), 


aF {a) 
at 


jr 4-0=0, =F(g). 


t=0 


解 出 , 得 

(w= P(g) sinst. 
应 用 分 部 积分 ; 
8(| gay)= ry), 
此 处 尚 须 补充 假设 积 出 的 项 为 零 , 则 


w(t, -| etn(g) sinet ds 
a 
/2r 


[eid ese: nip gD) )es 


『 
! 
! 一 
-+ 


2 

= 一 本 | | 9( 幻 四 一 全 gy 

2 . | 

1 + 

3 

最 后 再 验证 运算 的 合理 性 . 

“255 、 


8$4 Laplace 变换 


从 不 同 的 角 度 推 广 Fourier 变换 ， 衍 生出 Laplace 变换 ， 
Hankel 变换 和 Mellin 变换 等 ， 它 们 与 Fourier 变换 有 密切 联 
系 ， 又 各 有 各 的 特殊 用 场 ， 8 4-- 8 6 将 逐一 地 进行 简单 介绍 ， 本 
节 先 讲 Laplace 变换 . 

设 了 (x)ELo[L0, 十 oj, 前 已 看 到 ,对 了 (x) 作 偶 或 奇 延 拓 ， 可 得 
Fourier 余弦 或 正 张 变换 ， 为 了 得 到 Laplace 变换 ， 今 作 “ 零 延 
拓 ?， 即 令 z*<0 时 jz)]=0， 此 时 f(z)EZ 江 一 oo, oo]， 便 可 利用 
Fourier 变换 ， 由 定理 2. 1 以 下 一 对 互 为 反 演 的 公式 成 立 ， 


PCD=-7 | fata (4.1) 


f(z) | F(f)e-isds. 《4.2) 


(4. 1), (4. 2) 中 的 积分 收 化 当然 是 按照 1 i. m, 的 意义 理解 的 . 
在 (4. 1)，(4， nn | 


FO) = Br| ft， (4.3) 
f(z) -=| , erF(f)do. (4. 4) 
我 们 作 如 下 定义 : 
定义 4.1 设 f(x)ELsL0, 十 co], 则 称 
Fr(0)= =|'e e-ozf(z)dz (4.5) 


为 jz 在 [0， 十 co] 上 的 工 aplace 变换 .也 可 将 帘 (o) 换 为 记号 
五 (六 ， 前 举 突 出 变换 后 函数 的 白 变 量 ， 后 者 突出 对 了 作 Laplace 
变换 . 这 两 种 记号 将 同时 采用 . 

» 256 +» 


由 (4. 3)， RN= (0) 代入 (4 4), 则 


f(z) = | erF (a) do. (4.6) 
(4.5), (4.6) 是 Laplace 变换 中 互 为 反 演 的 公式 , 因此 后 者 也 可 写 
为 
f(x)=L Lf). (4.7) 
注 (4.5) 中 的 o 本 为 弛 虚数 ,但 如 果 o 为 一 般 复 数 时 ， 只 要 
Reo 实 0, 则 (4. 5) 仍 然 有 意义 因为 
e-"rf (x) -= ei(Imo)e- {Re *f (x) , 
当 及 ea 字 0,730 时 有 
[esozftz)1< f(z)), 
又 FoDJEEL0, 十 co0j], 政 en?f(z)ELa[L0, 十 co 
在 五 意义 下 的 Fourier 变换 , Parseval 等 式 成 立 , 从 而 也 可 推 
出 在 Laplace 变换 下 的 类 似 备 式 ; 


| Hw) 1 = > i |F(0) 2do. (4. 8) 
0 TE ot 
事实 上 , 由 定理 2.1 

[r=| lr les 


若 注 意 到 x<0 轩 f(z)=0 及 s=ai, F(f)= Toro), 则 有 


| free- | 


1 rt 
sp ‘Fo) | do. 


,1 二 
设 9(2)ELsL0, 十 oo], 且 其 Laplace 变换 记 为 
L(9) = (0)= | ce 
则 娄 似 地 可 得 到 广义 的 Parseval 等 式 


sa237。 


| fen) Pre zr| a FH(0) BOT ve. (4.9) 


以 上 对 (2)ELs[0, 十 001 时 定义 了 Laplace 变换 ， 有 时 f(z) 
并 不 属于 Za[0, 十 ce], 但 
ef (rw)ELLO, 二 co,p>0， | (4. 10) 
令 开 (2) 二 e-?(2z), 则 f(z) 二 ef(z)， 我 们 敬 洪 足 (4.10) 的 站 
数 f(z) 为 指数 增长 类 的 函数 . 对 于 这 样 的 国 数 也 可 以 定义 
Laplace 变换 ， 因 由 (4.5),(4.6)， 


F(a+p) = | ese-ef C2)de, (4. 11) 
“0 

e-P7f (x) 一 a ea tp)d0. (4. 12) 

上 式 用 e 代替 op 则 有 
Fo) = je -zf (x) dy, (4. 13) 

但 
f(z) -zr Bri (Odo, (4. 14) 
因此 我 们 可 作 如 下 定义 


定义 42 若 Fa 为 指 数 增长 类 的 函数 ， 即 存在 #>0， 使 ， 
e “1(z)EZazL0 + 00j, 则 称 


Fo) = 0 


为 (2) 的 Laplace 变换 . 其 中 Reo 之 2. 

.形式 上 看 这 个 定义 与 定义 4.1 一 样 . 但 那里 Reo 之 0 而 由 处 
Reo 之 z， 这 一 茶 件 保证 (4. 13) 有 意义 , 事实 上 

e f(z)—=e ere f(r) =e (ne ?f(r). 

. 因 a TO 1 之 注 , Re(o 一 8) 实 0, 妓 
Reo 之 p。 为 外 注意 一 点 , 反 演 公 式 (4.6) 与 (4. 14) 也 不 完 爹 相 间 ， 
前 者 洛 虑 条 积分 ， 后 者 灌 直 直线 c 一 2 从 ?一 ;co 至 2 十 cot 积分. 
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也 可 讨论 在 指数 增长 类 中 Laplace 变换 的 Parseval 等 式 , 设 
f(z),9(z) 均 属 指数 增长 类 的 函数 , 除 (4. 12)，(4. 11) 成 立 外 ， 另 
成 立 着 


Bo 


Slotn=|e "re-?rg(z) de, 


er?"™g(x) =z | eH(o+ pac. 
由 (4.9) 有 
| e (902 


of 
和 | SAC ACE 


2mt 1 


= EE (0) BT do. (4.15) 
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由 (4.8) 有 
“er]f(a) d= | lg(o)ldo. (4.16) 
RE 2 . 多 一 ci 
定义 4.3 大 阔 数 了 ,9 定义 在 [0 十 吕 J 而 积分 
[f(r—) gy z 
有 意义 , 它 称 为 函数 了 与 9 的 郑 积 , 记 为 
frg=| 7(z 一 六 9(9) 古 ， (4.17) 
这 个 卷 积 的 定义 与 前 面 卷 积 的 定义 是 一 臻 的 ， 如 令 


f(x2), x7>0, g (7), zt>0, 
来 一 * 二 
I) : 0 ,0 9 (2) | 0 ,xz<0, 


则 


(fg) 曙 


TDre-oreos 


= | f(g)ay. 


显然 , f+*9 一 gr+f. 
定理 4.1 设 f(x)EL[0, 十 co0j,9(2)ELL0, 十 oo 了 则 f*gt 
LL0, 十 oo] 月. 
L(f*g)=L(f): L(g), (4.18) 
LL LY)) = fg, (4. 19) 
其 中 工 (fx9), 5(9), 工 -! 均 在 工交 义 下 理解 ， 而 (有) 中 的 工 要 在 
工 意 义 下 理解 。( 根 据 本 节 所 作 , 我 们 不 难 把 工 合 义 下 的 Fourier 
变换 推广 到 工 意 义 下 的 Laplace 变换 , 这 只 要 对 积分 的 收 伊 性 作 
相应 的 理解 就 行 了 ). 
证 设 z<0 时 ,7 一 9 一 0 则 
Cf#9) (一 | f(s- 9 ey 
由 定理 2. 3, f*gSLos[ 一 00, 十 00j 凡 
F(f*g)=vV2r F(fF(g). (4. 20) 
它 事 实 上 就 是 (4. 18)， 因 为 (4.20) 左 端 为 


| Ea F(z—9) gC dy Yar 


= | +| je i | (eg) gay) 


= (| fg dy ee ( 令 s 一 0i) 
-L(+9), 


而 (4, 20) 右 端 为 
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Vx 27x( 0) )(Fir2 ze 


= LL), 


从 而 得 到 (4. 18), 再 用 荆 -' 两 边 作用 得 (4. 19). 
Laplace 变换 可 应 用 于 解 Volterra 型 卷 积 方程 及 解 偏 微分 方 
例 1 考虑 V-II 卷 积 型 方程 
v0) —4) Ele -pay=f (2), (4. 21) 
其 中 久 (z)sELi[0, 十 o01, f(z)ELs50, +col 且 在 Za[0,+co] 中 
求解 p(2). 
和 解 ” 设 方程 有 解 。 对 原 方程 作 Laplace 变换 ,得 
LOL1—ALCK) I LF). 
设 1 一代 ( 开 ) 天 0, 及 


2(p) = 一 EH Err0, + o0], 


1—AL(KY 

刘 | 
i L(f) 1 LO 
9 (二 党 计 一 于? | e AR 


《4. 22) 

方程 (4.21) 还 可 在 指数 增长 类 中 求解 ， 即 设 e ”KK(z)€ 
LiL0, + co], er*f(z) EL 0, + 00] 有 HL Plz)e "ELL0, + co0J. 在 
(4. 21) 两 边 同 乘 以 e-”", 得 

esp(z)—A| e ?PR(s—WDe "p(y) dy=e "ff (e). 

* 0 
令 e p(s)=p (7r), eK(r) = K (2), e rf(z)=f(2), 则 
p10) 一 让 Ki(s—) pi (9) dy = /7). 
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由 (4. 22) 有 


je L{F.) 


| oF 
V1(7) =-—— J TECEY do ， 


亦 即 


| De 
1 0 


gp 
Je {a 十 他) 五 
9( 2) 一 IT | 。 


1—A| e-‘erosk CE a 
"0 


7 
一 i A (4. 23) 
此 邵 在 指数 增长 类 中 的 解 , 它 与 (4. 22) 只 是 积分 路 线 的 不 册 . 


我 们 来 求解 方程 (在 指数 增长 的 类 中 ) 
F(z) -4 eo"? PI adY=f(2). 


设 Rei>0, Rei- 十 1p 2 为 指 长 指数 。 两 端 求 Laplace 变换 得 
Lp)Li—aL(e”) ]=L(7). 


又 因 
-tw -em 
L(e*) =| ezexrgz 一 | el "rgd 
.0 -0 
or 
工 一 G lo 


十 oo 
ree 1 eo-iese-imy) | 1 


一 Ws 


其 中 我 们 利用 了 Reo 之 p>1Re22>1, 从 而 


LP) 一 —L(f), 


pe [+ 二- 并 (有 | 


a | 


= 


于 是 
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= (std) 


wa 1 A 1 ED 
oI Qai pie0 7 


令 f(z) =e*/(z 一 (1 十 分 )， 作 充分 大 的 贺 :21 = 有 人 
Rez 坊 p 内 的 部 分 记 为 广 e， 由 留 数 定理 及 Jordan 引 理 ， 注 总 到 
Re4--1< 2 得 
B41 
Qin| 十 | Jaz=2miRes( 户 1 为 一 2rieera 
PR 里 一 f oo - 
于 是 得 到 解 : 
g(z) 一 7(e) 44 oor 0 nf (yay. 
类 似 地 , 可 讨论 V-I 卷 积 型 方程 ( 留 作 习 题 ) 
[KGWDp ay fs). 


例 2 解 偏 微分 方程 
Qu Fu 
dr 
“uy(0, 二》 一 共 [ 卫 ， 1) 一 0， u(r, 0) ~f(r). 
其 中 0 志 z 碾 L，t 宇 0， 设 其 解 为 wtzx， 科 ， 比 较 合 适 的 是 对 t 作 
Laplace 变换 ， 仿 
Us, a) =| ea 人 er， t)dt ,Reo >0. 
a 
形式 地 设 
oD (7, 0) 
22? 
叉 设 xz(z, 十 00) =0, 由 分 部 积分 ,有 


| eS =—f(r)+oU (rx;0). 


一 | ene(z， fi)ai. 
0 
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从 而 
Sd = 一 f(z)， 
ax 
U(0,0o})=U(L,0)=0, 
由 第 三 章 $ 5 中 Green 函数 的 求法 ,得 


Tosh orshv ao( 工 一 2? ) 
U(x,0)=| SIY ML FA 
C5:0) | AAA] gsh 五 


(87G8。 


易 见 , 上 式 右 端 积分 中 的 核 以 rc 一 0 为 可 去 奇 点 ， 于 是 


i 三 ee: | 
一 jca 


二 2 
人 (2 上) = ] < ash oaL fayao 


Do | 
_ 1 fe” sb oeshV ea (Lt) 
rr do pw 
天 2_ 2 
一 | 3 Res (9, 二 )) way, 


其 中 9 为 里 层 积分 中 的 被 积 函 数 ， 而 


oo 


2 
>) Res(9,— 2 ) 


n=l 


hk 


ee 2 sh™ ‘sh (Lr,) 


他 了 Pohaxi 


一 al 入 卫 RAL 
> ee I sh 一 一 人 sh 一 了 区 > 
人 I 天 


NE 


2 < -2 
二 一 ee Ti sin ysin 一 gf， 
五 i 
- 


人 "了 -和 
(zs) = SF) sin f(y )sin SPEe 5 。 
n=1 


最 后 再 验证 各 项 运算 的 合理 性 , 即 可 证 实 这 确 为 原 方程 的 解 . 


85 Hankel 变换 


Fourier 变换 可 以 推广 到 多 个 自 变量 函数 的 情形 。 设 %* 个 自 
变量 的 基数 (zi 2n) 满足 


| | zy ea) 128zislm< 必 十 co， (5. 1) 
则 可 以 证 明 Plancheral 定理 成 立 , 即 对 满足 (5, 1) 的 f(z1,…', 321)， 
必 在 在 fls,, "gS Sa)， 


| …| [f(s1s 7, S54) |2ds1 .ds 十 co， 


使 得 以 下 一 对 反 演 公式 成 并 ; 


nn 
1 辽 总 上 机 天 


ES 1 ”0 De = 
fs, =a) | fe re 


x dr ny (5. 2) 


f(x, Rn) 


区 
-i kT 


ke | 7 se ™™! ds is， 
《5. 3) 
其 中 的 积分 是 按照 % 个 自 变 盐 函数 的 Z 空 间 的 范 数 收 全 的 ， 这 
个 空间 的 范 数 用 
#1=(f fs a) lds, 六 
米 定义 ， 于 是 (5. 2) 中 的 积分 收 钙 是 指 
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fls “Sn) 


， 1 
li me II | | f(s Wn)e 
> 


《5. 3) 中 的 积分 收敛 可 作 类 似 的 理解 . 


等 式 


[| fe Ta) Gs es Rn) ri dn 


(5. 4) 


车 (zi Yn), 9 (Wis Tn) 皆 属 于 工 : 空 间 ， 则 有 Parseval 


=| | fs,, 1) gs 的 05 le 


(5. 5) 


以 上 结论 的 详细 证 明 可 参 券 $, Bochner 一 K, Chanclrasek- 
haran: ¢Fourier Transforms》. Annals of Math. Studies, No. 


19. Princeton Univ. Press, 1949., 
设 二 元 图 数 (zx, 四) 满足 


| lf, DD lavay <+o, 


把 (5. 2), (5. 3) 具 体 写 为 


他 


Fls, o)= 二 | | f(z, eit aay, 


f (x,y) = 去 | | F{ls,o)e i'sty dsda, 


2 -oj -= 


rx=rcos0, S§= Pecos, 


区 一 了 5i DT 一 Dasinaw 


《5. 6) 


(3.7) 


(5. 8) 


及 
f(x,y) =f(r)e'™. 
则 (5. 6) 相 当 于 要 求 


[rlf0) | sr< 十 cp， 
疝 (5. 7), (5. 8) 可 写 为 
Rp = | & flr)eirrm taetnergr28 


= 区 (人 i (709 )rf(r)ar, (5. 9) 


1 0 P2 
f(r)er = 下 | | ,Plp, etme -pdpda. (5. 10) 


现 5| 用 Bessel 函数 ,以 便 使 (5.9)，{5, 10) 得 到 进一步 的 改造 nm 
阶 Bessel 示 数 定义 为 


2 r 
Jn (2) | p(tcm ++- (5. 11) 
则 
27 
JnCpr) -a | Bt (pr ca 4454 一) 
令 t==6 一 %, 则 
六 ier 8— 9 » Nn 
Jnr(or) 二 了 | Be ca 〔《 “) pn ig-naig~ Big0 
1 Zr 
一 6 "(et 4 [par oom (#—) 十 再 
327 | Ce +0180， 
于 是 (5. 9 化 为 


F(p, a) 一 ent ta 多 {rflr) Ta (pr)ar, 


将 此 式 代 人 (5. 10) ， 得 
f(r)e'™ 
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| | (| rflrdTapr)ar ee “Vener pdadp 
co -co 1 or EE 
| (| nflr)akprdar, (| CiPr oe (BR “ga )odp. 
C00 2x .0 


令 C 一 中 一 开 二 Gil， 


1 


LR 
ee QiPT oo 9m pinag Zida 
27 | 0 


1 了 2 = Rr 
in | @{ (Pr on iTAMI™ da 
6 


25 | 
= eI, (pr). 
代入 土 式 有 
f(r) =| oT orf rr Tspr)ar)ap. (5. 12) 
小 ~ 用 


由 这 个 式 子 出 发 作 如 下 定 文 : 
定义 5.1 设 | 17(r)1zr< 二 oo( 或 说 fmD)ETa([o, 十 oo 
7)), 定 义 了 (7) 的 Hankel 变换 为 
YD =| rrp) fr) ar. (5. 13) 
于 是 由 (5. 12) 知 
f(r)=| pTCrp)e (fdp. (5. 14) 


(5. 13) 与 (5. 14) 构 成 一 对 反 演 公式 . 
Hankel 变换 有 如 下 性 质 . 
(1) 中 为 自 逆 算 子 . 
因为 吕 2( 用 = 放 有 而 好 = 好 -: 
(2)》 吕 为 自 伴 算 子 
设 路 的 伴随 算 子 为 路 *, 由 定义 
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ge*( 力 = jorf Cr) Tad pr) dr. (5. 15) 


-容易 验证 JsCpr) 一 .Js(pr)， 故 旦 *= 蛇 . 

(3) 名 为 保 范 算 子 

因为 (f), WD).=(f, N=, EE), 
NA 

以 下 举例 说 明 Hankcl 变换 的 应 用 

例 1 解 方 程 


pz) —4| yT rnD Pdy= 1(). 
解 ” 设 fsL([0, 十 co],?)， 则 原 方程 可 写 为 


Pp—AWY (9)=f. (5. 16) 
两 边 作 Hankel 变换 ,得 
YP) —Ap=E (NN. (5.17) 
当 愉 关 1 时 ,求解 (5. 16), (5. 17), 解 得 
了 (5. 18) 


例 2 用 Hankel 变换 来 解 带 算 子 池 (7 六) 的 微分 方程: 


全 这 于 (5.19) 
u(r, 0) 一 了 (7)， 
其 中 (7)ELza([L0, -1-00],7). 

解 设 (5.19) 可 解 ， 且 ur, 2)， Wr, 8), u(r, £6), 


2f 2x(r， 全 ) 关 于 变量 7 尼 属 于 工 ;([0; 十 oj,7); 又 设 2#( 十 cc， 
ar dr 


) 4( 二 99 从 =0， 把 Hankel 变换 用 于 原 方程 两 边 , 假 设 有 


du 9 
好 针 = (un), (5. 20) 
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又 两 次 分 部 积分 
er 


=- 及 ToCor)| 一 三 一 人 ra (pry Yar 


Se a A 7 Cor)))ar 


[fa 3 Ny. 
-| u(r J a 
丸 因 Jo(p7) 满 足 微分 方程 (导数 是 对 7 取 的 ) 
TICpr) + (pr) -pidolpr) =0, 


从 而 
(ra (pr) )= 汪 人 71 Cor)) 
4Cpr) + To Cpr) =7( Ts (pr) 417 (pr) ) 
——rp'Jo (pr). 
于 是 
(3 2 ))= 一 or PE RE 
(5. 19) 化 为 
3 D+ pW) =0, 
2 0 一 好 (f). 
由 此 得 出 | 
Hu) =e "HN. 
要 


4= Ye "YF)) 


= De-es (fn) (orar mn (pr)dp 


=| 1 ‘el pe” Jo(pri) olpr)dp Yar 


最 后 区 验证 运 算 的 合理 性 


$6 Mellin 恋 换 
Meilin 变换 也 来 源 于 Fourier 变换 ， 设 
| “f(z) a2 < +o0, 
由 Plancheral 定理 ,有 | 
FO) = V5. f(z) orsds, 


: f(s) = /| ECDereods， 
首先 令 w=e", 则 .上 二 式 化 为 


FD)=- 霹 =| “f(tdy, 


Fin 四 = 7 AL 
次 设 o=is, 则 
P=- nd, 
fn = Ba arc(PDaa 
景 后 将 式 中 Fin 功用 /3 了 (w) 代 赫 , 得 
F( 有 =| Fu au 


《6. 1) 


(6. 2) 


(6. 3) 


(6. 4) 
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fo 四 = 到 | Ffda (6.5) 
经 过 这 一 系列 代 换 , 条件 (6. 1) 等 价 于 
(EfW dt o0. (6. 6) 


这 样 我 们 可 定义 Mellin 变换 如 下 : 
定义 6.1 设 | fQD12 Gu 二 十 oo， 称 fg 的 Mellin 变 . 
换 为 
Dae | ue:f (a) i (6. 7) 
其 中 Reo =0. 有 时 记 六 (0) 为 (1)， 在 这 个 定 六 下， 立即 有 友 
演 公式 
fw) | aeM (edo (6. 8) 


以 上 是 设 flu)ELs([0, + co], 二 ) 同 Laplace 变换 类 似 ,可 


考虑 这 样 的 类 ; 即 设 存在 实数 使 得 wr](w) SIs([0， 十 oo 了 二 》 
代入 (6.7), (6. 8), 有 


M(o+%h) -人 ea (6. 9) 
wf (wu) -3 Mo +h)u "do. (6. 10) 

用 oo 代替 o£ 得 如 下 定义 . 
定义 6.2 设 存在 实数 友 使 wf(w)ELs([0, 十 co 二》 则 称 
M(0) =| wtf (a) du, (6. 11) 
fw = 如 | Mou do (6. 12) 
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为 Mellin 变换 及 Mellin 道 变 换 ， 其 中 及 ea 一 天 

间 Laplace 变换 一 样 ,对 于 (6. 7)，(6. 8) 和 (6. 11)，(6. 12) 的 
异同 , 请 读者 自行 作 一 比较 . 

Meliin 变换 的 性 质 也 可 从 Fourier 变换 的 推导 出 来 ,例如 
f(z)EL2[ 一 2, 十 C0] 时 有 Parsevyal 等 式 


[lf lar=| IPO Lads. 


象 本 节 开 始 那样 历经 令 4 二 e”,o=is 以 及 用 M27 f(D 代替 fin 色 
等 步骤 , 我 们 得 到 在 Mellin 变换 下 的 Parseval 等 式 


并 1 
eA ea 一 2rz 


| Maxke)l2ter (6.13) 
以 上 自然 假设 了 f(w)ELx([0, 十 co 也 二) 类似 地 ,还 设 9COEZ 
(Lo, + 品评) 其 Mellin 变换 记 为 

N(o) =| ug a 
则 有 广义 Parseval 等 式 


| 9 eu= 7| 


i 0 / 
7 a M(oN(o)do. (6.14) 


更 一 般 地 , 设 wwf(w)， wig(w)sLd([0, 十 co 十 》 则 因 
M(a tk) = | fu) du, 
Nlo tb) =—| (Da 
从 而 
[| fw) glu) du= 37| M(o th) NT)do. 


《6, 15) 
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Fourier 变换 中 的 卷 积 , 在 代 换 w 一 er,g 一 2 之 下 ,有 
(f*g) (2) =| f (z—y) g(ady 


= [ant) (1nv)av. 


Fi(E)=f(In EE), go) =g(1ng), 
则 
GegD w={ (EE ) 0 mo 
这 样 得 到 如 下 定义 ， 
定义 6.3 车 函数 (2),g( 加 的 积分 
| 3 )g lao (6. 16) 
有 意 闵 ; 称 此 积分 为 f 与 8 的 誉 积 , 记 为 (f*9) (2). 
最 然 ， 只 要 令 记 一! 立即 可 看 出 f+g 一 gxf. 


定理 6.1 设 f (weL([0, 十 oo] 二) 9(w) ELs([0, +400], 


二 则 frgeLa([0,+coJ, 计 ) 
Mfrq) = A Ag), (6. 17) 
或 号 为 
| (Fro d= HONEY. (6. 18) 
证 明 可 从 定理 2.3 州 发 令 w=e，v=e 0o= 引 以 及 用 
M2327 了 () 代 赫 (lo), 用 M2z9(2) 代 杰 9g(1n 浴 而 得 到 . 
同 以 前 一 样 , 利用 卷 积 定理 可 以 讨论 形 如 
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[3F(E)P()d=f0), 《6. 19) 
以 及 
oz) 4K( 和 EE)p() dav= fu) (6. 20) 
的 方程 , 留 给 读者 作为 习题 . 
其 次 ,Mellin 变 换 可 用 中 级 数 求 和 , 设 w* 了 (ww) szx([0， 上 oo 
工 
去 ) 风 
i hk+is Se 
fCu) = WM (a)do. 
0 1 及 十 Too 1 
SOS M (0) Pido 


= | Mo)eo) ado, (6. 21) 


2A2 ~ 一 i 


其 中 0)= 本 沾 是 老 名 的 Riemann-Zeta 函数 . 若 右 端 积 分 


存在 便 得 左 端 级 数 之 和 . 
Riemann~Zeta 函数 在 复 平 而 Rec>1 中 有 定义 ， 可 以 证 明 
在 o==1 处 to) 有 留 数 为 1 的 单 极 点 ;从 而 
lim(o—1)8 (0) 一 1。 (6. 22) 


还 可 证 明 , 上 (ec) 满 足 
wT(F Eo) 二 a T1300). (6. 23) 


由 (6. 23)， 可 把 上 (co) 延 拓 到 整个 zc 平面， 且 仅 在 ao=1 有 一 阶 
极点 @. 


国 Riemann-Zeta 函数 的 性 质 可 参考 阿尔 福 斯 著 * 复 分 析 ? 第 三 版 ,第 七 侣 ， 上 
话 科 拉 山 版 社 , 1984。 . 
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下 面 所 举 的 例子 要 用 到 解析 函数 的 一 些 特别 知识 ， 其 中 的 计 
算 原 理 将 不 详细 介绍 . 此 处 旨 在 使 读者 对 于 用 Mellin 变换 求 和 
有 所 了 解 ， 例 如 求 级 数 


的 和 .可 以 证 明 


zr ET (0) 


| dt =: -- ;2=Reo<3., 
WS 3—0 
0 贫 光 r( 3 ) 
从 而 
1 Ef ‘or 2 RI (EE)eo) 
S= 37 | ee 2 Co 2 一 5<3. 
和 
王 述 积分 中 的 被 积 图 数 在 rc 天 2, 1,0 处 分 别 有 留 数 为 
£62) _x 1 
| 
的 简单 极点 , 又 显然 
WE 
于 是 由 留 数 定理 知 


8 一 4 和 
最 后 , 我 们 指出 ， 用 Mellin 变换 可 以 研究 一 个 算 子 为 自 反 算 
子 的 必要 条 件 ， 如 过 去 我 们 知道 , 算 子 ,Fs 及 路 均 为 自 反 算 子 . 
那么 一 般 地 我 们 问 ， 核 五 (z) 满 足 什么 条 件 时 有 下 面 两 式 同 时 
成 立 : 
。276 ， 


TOD) =| f(z) 开 (zy)dz (6. 24) 


fC2)= | TOK (ay)dy. (6. 25) 
更 -- 般 地 问 ,给 定 核 K(z), 是 否 存在 核 琅 (x) 使 当 

T=| fF)K Cy) de (6. 26) 
时 有 

f(s) =[ TDH (zy) dy. (6. 27) 

我 们 用 Mellin 变换 来 探求 其 必要 条 件 ， 令 

L(o) =| KE (urdu, (6. 28) 

M(o)= | HC) udu, (6. 29) 


于 是 由 (6. 26) 一 (6. 29) 有 
| rpy ray= | yay | Kay) fa) ds 
= [0k anay)as 
=| .GD(| eK) ddr ( 令 zy=W 
= L(o) | sf (dz 
= ro) # (TD Hv)ay a 
T(f) ay| 47°H (zy) dz 


ot et ( 仿 zy= 人 D 


Ty | WHIH (du 
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= Lt{o) MI 一 | Ty dy 


于 是 
L{oOINM( mo)=1, ， (C6. 30) 

当 五 (4) 二 到 (W) 时 ;条件 成 为 上 
LLU—0)=1. (6. 31) 


例如 Fouricr 正弦 变换 时 ， 
K (w= siny 
也 (rr) 一 sind ‘du=V2 TT {0) sin 
于 是 
0 = (0) TU-o)sin WY sinF(1—0) 


到 x Axo 
一 sin 一 orecos 一 一 一 工 . 
sim Cr 2 2 


人 
TT 


这 说 明 Fourier 正弦 变换 广 足 条 件 (6. 31)， 类 位 可 以 证 明 ， 对 
Fourier 余 继 变换 ， (6. 31 ) 也 成 立 . 至 于 Hankel 变换 ,可 将 
(5. 18), (5, 14) 改 写成 


Vo) =) VDI, (rp) (Vr fr) dr, 


一 『 十 如 rar 一 一 
Neo A EA A 


Po 
Lo)=) VET dy 
2 
oo 
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从 而 


LL 0) 
2iT| 二 0o)/2 + 于 | 23- rT| (0) /2 + 卫 | 
OO i PE 1 
3 ET 
Te)/ 2+4| 站 | rho/ 二 | 


条 件 {6. 30), (6. 31) 充 分 性 的 讨论 比较 复杂 ， 例 如 可 参 游 
.Tichmarch Trntroductionr LO ihe Theory of Fourier In- 
teyrals», Clarendon Press, Oxford, 1948. 


第 五 章 习 题 
1. 设 f(z)EL[ 一 %%， 十 co]， te f(x) 的 Fourier 变换 
fs) = = -| foesds 


证 明 卓志 -地 一 上 让。 了 Cs) 是 (一 co， 十 oe) 内 的 一 致 连续 殉 数 且 lim f(s) 
= | 

林 这 种 定义 下 ;定理 1,1、1. 2、1.3 如 何 ? 

2， 试 比较 六 和 Fourier 各 分 召 论 的 异同 , 

3. 设 2 二 co, 证明: 


《1) FP(f-9) 一 一 二 f+ + 人 
《2) 页 *( 了 -9 i 
(3) FU- = EP (fF (9). 


4. 设 站 也 ,一 ce， 十 co0];9€513 co， 十 所] 证 明 
PRY{jzg) 一 /27 F* (fiF*(g), 


FCP* (DP* (9)) 5:1"g 


5。 设 FryEEs[0 -co ly 定 多 天 的 下 ourier 正 续 变换 为 
» 279 。 


F NE (2) sin szdz, 
证 用 下 ,(f) 是 奇 函 数 ,F。 为 自 什 自 逆 算 了 ,下 。 为 保 距 算 壮 ， 以 士 i 为 特征 什 
1 全 个 特征 但 包 为 无 帘 阶 
POA) elipyay—e wm, 
7. $3 例 1 曾 还 明 HKll<<2, 共 中 
Kp=| errpiydy, 
实际 上 | 改 | = 2, 试 证 之 . 
8. 设 K(r) ELT— oo, 二 co] f(D EL —%, 十 901, 在 L,[—%, -o> 
内 求解 方程 
PD—A) Kripay =o) 
9， 验 证 3 3 例 2, 例 3, 例 4 备 项 运算 的 介 理 性 
10. 设 基 (z)E€L 一 00, 上 co1, 证 明 由 
有 一人 Kls--Wf nay 
定 . 0 工 z 一 > 工 : 的 有 界 算 子 ， 
在 按 指 8 数 增 长 的 银 数 类 中 讨论 方程 的 解 
| RCo dy=f a). 
设 e 57 五 (JE 了 一 co -ol,e ?rftir) EL, 00, 100]. 
12， 解 下 列 偏 微分 方程 


i 
EE 


(1) 
ut, 0) —/f (2), 3 (0) —0, 


< 00, t20, f(r) EL — 00D, 十 op 本 


D _ Au 
A Dr? 


(27 Tauro, Ey 9 
a7 Ar 


utrs =/ (7); 
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3252 D727 
(3) ur, 0) =—f Ce), 2 (7,0) 一 个， 
u(0,1) =u(L,t) 一 0， 
13， 证 明定 理 6.1. 


14. 设 ww)EL (50， 十 co] 二)， urf (weL([0， +c0l, 证) 在 
wry (wD EL ([0, 十 co], 二 ) 由 求解 方 和 


9 (内 一 4 1 EK(E)p wat 
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第 六 章 
投影 方法 
$ 1 Hilbert 变换 


考虑 积分 方程 
| P99) y= f(z), (1. 1) 
a 人 5， 


共 中 f(z)SELs5e,5],4,5 有 限 或 无 限 , 在 sday 旭 中 凡 解 ， 这 里 供 


分 核 为 乓 人 rz 一 妇 = 关 = 一 cp 一 -co (1. 1),，(1. 2) 就 是 


FS 了 pe J . Pe 1 Ce | -| Bb 
卷 积 弄 方程 ,不 过 时 楼 下 (== 人 LL 一 0, 二 9. 故 不 能 用 卷 积 


公式 求解 ， 

首先 注意 (1, 1), (1. 2) 中 的 积分 在 Y= 乡 时 具有 奇异 性 ， 因 而 
一 般 不 存在 ， 这 种 方程 更 确 团 地 称 为 仿 Cauchy 核 的 奇异 积分 方 
程 ， 方程 中 积分 的 意义 是 在 所 谓 “ 主 值 ?意义 下 理解 ， 即 理解 为 如 
下 极限 的 存在 : 


可 -ph 
: PC22 4 
lim(|. +| ,es 


二 ?0 gy. (1. 3) 
i —y 
定义 1.1 当 g- 一 cc co 有 时 ,车 极限 (1. 3) 存 在 , 则 称 之 
为 PCZ) 的 Hikbert 变换 , 记 为 
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Hy= | ortce. (1, 4) 


1.1 Hilbert 变换 的 存在 性 及 其 性 质 
设 kkz) 是 (一 co, 4co) 上: 的 有 界 变 差 国 数 , 如 果 极 限 
于 CL (C1. 5) 


; | 工 一 中 1 TT—y 
存在 局 话 , (ZT) 加 河 数 p07) 的 Hitbert-stieltjes 变换 .对 于 它 
的 存在 性 有 如 下 定理 : 

定理 1.1 (一 co, 十 co) 上 的 有 界 变 老 图 数 AZ 的 Hilbert- 
Stielties 变换 z(7) 几乎 处 处 存在 . 

证 明 从 赂 于 ， 

根据 本 定 理由 地衣 人 L 4) 的 存在 定 娃 . 

定理 1.2 车 op(z)EZIT 一 cc， 十 了 1 二? 二， 则 gz) 人 
lbert 变换 (1 4) 几乎 处 处 存在 . 

证 7 一 1 了 时, 设 


MF) lim 让 


(TF)= 2072 


因 9E5,, 从 而 C7) 绝对 连续 , 于 是 (2) 为 有 界 变 差 函 数 ， 此 办 
《1 4) 邮 为 (1. 5), 由 上 一 定理 ， 4 几乎 处 处 存在 .. 


其 次 考虑 1<<p<< 二 co . 三 十 站 1 ,由 Hi5lder 不 驹 式 


| 2 二 | a yi>sjz 一 和 


1z 一 中 > = 玫 一 区 


作 I 


全 定理 的 证 明 守 长， 请 参阅 河 再 龙 火 著 ( 周 民 强 怪 )，*Fonrier 分 泊 ?， 痪 等 教 
宵 出 版 社 , 1984, p. 311~319- 
* 21 rr 


\PT); 一 2a<z<20 
Pr) 3 
to0, |x|>24 


盐 中 ea 为 任 一 止 数 . 妆 2 汪 0 充分 小 时 ， 
2 PI) .PF) 8 
| del 4 


| 之 一 > 人 (Izyipe tn tlsls2a)} TY 


(1. 6) 


<| [2 wy <+o 


| 了 一 条 |] 二 | y 


余 


JE 一 PKZ) 一 PCz)， 《1. 7) 
' 财 


-| yi yn +r 


下 lr 
共 中 每 个 积分 都 是 存在 的 ， 当 一 a<x<za 时， 考 丰 ce 一 -+0 时， 
I; 的 极限 是 否 存在 ， 首 先 

| ig la| log) elpla(da) <+o, 


所 以 p(XDE 刀 由 了 一 1 对 的 讨论 知 
Jim 7 


c+0 


对 于 数 加 E .几乎 处 处 的 是 存在 的 ,更 在 1zf 三 a 上 几乎 处 处 在 在， 
其 次 ， 由 于 | 天 二 24 时 pz (四 二 0， 所 以 当 jz| 委 5 县 充分 
小时， 


= 过 | P29) 7 
{x8l>e}n1{19l>291 一 y 
11 PPD 

| sl>20 T—Y 5 
显然 2 在 在 且 与 8 无关. 


士 面 已 证 实 , Hp(z) 对 [一 a,4J] 中 几乎 处 处 的 zx 存在， 由 4&4 的 
-228 了。 


任意 性 可 知 , 对 (一 co, 十 co) 的 几乎 处 处 的 x , 吾 9(z) 存 在 ,证 毕 ， 
关于 Hilbert 变换 有 如 下 性 质 ， 
定理 1.3 设 fELs[ 一 2 上 00j, 则 : 
(D Hf(r)C LL 00, 100 


(2) Hfi2=1 fl HI=1; (1. 8) 
(3) F(Hf)=isgnsF(f); (1. 9) 
(4) lim lHf— (HN,l:=0, 《1. 10) 

其 中 
| f(y) y,. 
(5 有 ,于 3 (1. IT1》 


(5)》( 反 演 公式 ) 若 Hp ffeLs[ 一 co, +oo], 则 
g= 一 玉 /= 一 二 | Pdy; 


oT —-Y 
(6) H*=—H:=H'.!; | {1. 12) 
(7) f>Hf 是 Loi 一 co, 二 co] 到 [一 00, -上 se] 的 单 全 映照 、 
同 构 映照 ; : 

(8) 设 gE<Iz, 则 有 
(Hf, 9)— —(f, Hoy, (1. 13) 
i (Hf, Hg) = (f,9). Ee. (4.14) 

证 作 


1 ee 
PR EI 
0， 人 省 则 ， 
“eSI¥|< 
a 
= | fe-Ea) y= fk,,. 
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因 拭 De 天 ET) 从 机 了 * 下 ,JLs， 出 第 五 章 定理 2.3( 卷 积 化 禾 
积 ) 人 


HORE NESION NR 10) 
计算 
1a 
FE = =| i 
TT eli[ ~ s 

/2 .fsingw% 

Ni |. RR 

i 可 /2 rlslsinyg, 

=i(sgns)V 寺 | i 7 (1. 17) 
ND 2 (SB BY 了 - 


于 是 由 (1. 16) 得 
POH ) = i(sgns) Ff). 
文昌 (1.17), 开 (天 ,有 界定 , 故 在 在 常数 杂 之 0, 合 
PFC(CE 有 SHIPCOD 
从 而 
PCCEP。) —isgask (f) :st1 + MP 
嘿 卫 (EL, 由 控制 收 笋 定理 
FOC ) isgnsp (fl 


1 op 


2 Sm) POE, —isgnsF(f) lds =0. (1. 18) 


1 六 十 人 0 

H+ 
业 isgnsF(f)ELz, 它 必 为 林 明 数 g(x)EIs 的 Fourier 变换 .十 是 
”利用 第 二 中 值 定理 ,可 延 对 任意 常数 6,6 有 

| ta | 二 0,6 为 常数 


*» 2355 。 


扯 Parseval 繁 式 得 : 
. {FCHY). en Re 7 i 《1. 19) 

出 (L 18), (1.19) 知 a 
l,i mH 户 -5. ~ 


sr {1. 20) 
另 册 (4. 15) 及 定理 工 2 知 
lim (HD ln 二 | HY. 
一 | | | C21) 


从 而 gC7) 一 (HAZ),a.e. ,而 且 
AF BA AE =lisgisp DFI 7 
这 说 明 feELs, 二 是 定理 结论 (1),《2) 成 立 . 
另 由 Hf=g 及 (9)=issnsF( 有 ) 得 
FO) Pg) =isgnsF(f). 
这 就 是 结论 (3). oe 
由 (L 21) 知 
Lim 《五 万 (7)— (Hp, (z). 


y 1 , 


根据 Fatou 引 理 
{Hf— CHD. N= im (Cz)— NAD PE 


-0 中 十 党 


al (HA) .1’. 


然 面 出 (1 19), (1. 18) 知 es 
;Hf— CHF), N= 9— CHF) .Hs = IF(9)- pH ») > 
: (e—>+0,7 > 41-00), 
玖 得 HI 一 CH 有 ) ,由 ->0 (se> 十 0), 这 就 是 结论 (4). 
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为 了 证 明 (5), 对 
Hoe=f 人 
施行 Fourier 变换 , 由 结论 (3) > 
F(Ho)— isgnsF(p)=F(f) 

从 而 Ptp) 一 一 tsSgnsP( 人 有 ) 一 一 F(AHf)， 两 边 , 用 .8* 作用 得 
p= Hf. 

谷 将 此 解 代入 (22), 和 有 
H{--H)f=f. 
这 就 是 结论 (6). 

现 证 明 绪 论 (7)， 对 任何 fers, 自 (01) 知 Hf Fe 反之 ， 任 给 
ga 则 一 H9ELss 是 恕 ( 一 9)=9， 这 说 明了 >Hf 的 映照 是 工 
> 的 满 (全 ) 映 照 ， 另 外 若 六 ,PEZs, 时 开 f 二 到 f 基 用 一 豆 作 
用 后 有 记 = 二 fo， 获 映照 六 > 玫 是 一 一 瞻 照 ， 这 种 嘱 照 保持 线性 
关系 ， 对 任意 /,9ELs， 由 结论 (6) 

(Hf, Hg)=(f, H*Hg) = (1, (— I7) 1H9)-(f, 人 
这 就 得 到 结论 (7) 及 (8) 之 .14). 最 后 

(Hf, DD) =f, HD (f, — HI) — CC Hg) 

这 就 症 (1 13). 证 毕 . 

对 于 be 有 如 下 定理 ， 我 们 只 叙述 不 证 
期 (暂时 也 不 利用 它 

定理 1.4 设 ee 二 co0],1<<p 之 3 20, 出 | 

(1) HfELsL —00, co]i | 

(2) HHfI p< A fs;,, A; a As 数 ; 

(3) THI— HD.h, >0, er> +0; 


Oo = 
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(f,9) = (HI, HY); 
(5) 设 Hp 一 ffELs, 则 有 反 演 公式 
p=—Hf (a.e.). 
注 2=1 时 , 虽 fEL,, 但 不 一 定 属于 二 例如 f(z) 


1 2 _ 2 jt 
Ped 而 Hf = ee 


1,2 一 些 例子 


由 Hilbert 恋 换 芍 存 在 性 及 其 性 质 , 结合 Fourier 变换 ， 可 以 
解决 一 些 积分 方程 的 求解 . 
例 1 解 方程 


KEp= 二 | 一 -sy p(y)dy= f(z), (1. 23》 


TICOST— COSY 
其 中 f(z)&EL250, zj, 要 求 在 LL0, zx] 中 求解 . 
首先 ,方程 的 积分 在 + 二 y 有 奇 性 ,应 理解 为 主 值 , 它 的 存在 性 
可 以 这 样 看 出: 令 ; 


v= cosy),u=cosr, P(Aarcecosv) — Pv), 


由 

MM siny gy) EE 

| i | St, A 

.而 z 
| | 9812) ?dy = | singl py) We [XCD cb 
今 . 
4 [ov] 1， 
En 一 10， 12 盖 1 _ 

则 


| — gp) oy = | 4 D9 a = -8®). 


oCosr—- cos 
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出 定理 12, 对 儿 乎 处 处 的 由 af (一 co < co)，ag, 存 在 ， 特 别 在 
1 委 1 时 下 多 ; 几乎 处 心 在 在 ， 于 是 上 式 去 端 积 分 在 0<z<sI 中 
几乎 处 处 存在 ， 

501. 237 同 内 ,还 芳 虑 伴随 方程 


Ky l | i y= g{zx), - {1. 24) 


To0COST— COSY 
g(2) EL 0, x dA 
Ne pe 2 。 | 二 2 。 Te ? 
首先 | 二 sinaz( | 及 Cu UI O05 | 竺 为 
工 :[0, zx] 空间 中 的 标准 正 交 完备 系 ， 任意 gEL:[0, tj] 丝 可 按 它 们 
展开 . 故 先 考虑 它们 在 KK 以 及 K* 变换 之 下 的 象 。 


Ksinn2=- 2 到 | Sn 呈 
ocosT— tosy 


二 cos{n— iyy—cos{(nt 1)y - 
| 一 2 ~ Cosr— cosy 


1 『 BT 一 TD) 多 -人 (118 


wy 


-37) ,Dr To ene ny 
. FA ie 1 ontl 
~ 2xi ,ser)(s—e 7 
( 令 es 
= COSRT, RT .…( 由 留 数 定 理 )。 
和 类似 方 法 可 计算 出 
K*ceosnr Sin 天 人 全 一 2。 
K*1=0, 
.其 面 K*Ksinnz—= sinnz, nl, 2) (1, 25) 
对 任意 的 PEZL2o[0,r ,有 
PP Ya A sin ne 和 | | 《1. 26) 


n= 
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测 
Kg 一 Sof TK*Ksinng=p. (1. 27) 
We Se 


郑 KK* 区 =7,K* 为 KK 的 左 逆 算 子 . 但 


KK*cosnx= COSNT, R=1, 2 


. 《1. 28) 
KK*1=0: 
涛 下 * 不 是 下 的 右 过 算 子 ， 设 ELo[L0, 天 ] 
罗 = -二 -5 上 EV 2ocosns, 站 29) 


测 


KK*y = yy bncosnz 下 一 Vp—e. 
m1 7 站 


现在 对 (1. 23) 求 解 . 设 (1. 23) 可 解 ， 且 其 解 为 (1.26)， 代 人 
《]. 23) 得 


” 打 二 二 


积分 ， 有 


SV Zoeosnz=f (a). : 《1. 30) 


[f(a =0. | (1. 31》 


反之 , (1. 31 成 立时 方程 Y1. 23) 必 有 和 解 , 且 解 唯 --， 事 实 4， 设 由 
{1} 张 成 的 空间 为 0, 由 (. 30) 知 [有 = {cosnz}5$, 则 


f (2) 3 Vz {In cosAx 二 EVEKsinn 


- pe 
一 RE oz 
于 
ra) 
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则 右 端 括号 中 的 函数 就 是 解 . 这 就 是 说 ,天 2 = 了 可 解 的 充 要 条 件 
是 (1. 31) 成 立 ， 本 31) 成 立 , 则 有 解 (1. 26)， 又 由 (1 30) 


ooV osnydy, 
代入 (1. 26) 得 > 


w(t) = NE cosnytdy NW Ein 
n=1 4 


或 者 ,在 (1. 23) 两 边 用 下 * 作用 , 又 可 得 解 的 另 一 形式 
p=K*f=— 1 本 sinzf (y) dy (1. 32》 


了 -0 Cos 好 一 Cs 入 


淄 后 求解 (1. 24)。 设 (1. 24) 有 解 (1. 29), 代入 (1. 24), 得 


入 = 一 人 


和 代 回 (1. 29) ,有 
rO= at ,inngg(y) Wy N/E, 
bo 为 任意 常数 .或 者 在 (1. 24) 两 边 用 下 作用 ,有 
1 
和 
而 
Sy Ct -Kyg=c+ 2 -am 好人。 而 ， 《1. 33》 


ToCcost— cosy 


其 中 。 为 任意 常数 
例 2 求解 


，e 292， 


4 


Ea y= f (x); zEL0, +o0], feL, Lo, 十 co 


人 


解 ” 这 个 方程 令 y 二 一 & 后 其 核 为 下 Cs- 四 二 Co- 


亏本 [0, 十 coj, 故 不 能 e 按 第 五 罕 83 对 (3 9) 的 方法 求解 现 作 变 


换 芭 区 间 变 为 1 一 co， 这 co] 以 便利 用 Se 变换 . 令 
er,y—e", $n) =p (er)e", 8(E) 一 (ee)et 


则 原 方程 化 为 卷 积 方程 。 
1 YD 
ge es a dn=9(8). 
按 党 规 作 Fourier 变换 
N25 


(ol Np 
F (EE) (pp) =: Flg), 


了 


出 凡 数 定理 算出 


代入 工 武 解 出 区 ( 如 果 下 壕 程 分 存在 的 话 ), 得 
pO Poches rl) ) 


-| eh sp(g) gisds 
基 后 回复 到 原来 的 变量 就 得 到 解 . 
类 似 地 ， 可 考虑 求解 方程 


9 (2 一 地 | y=f(). 


例 3 二 | Ey fd: ze[0, + co] 


Tin 
设 有 (2)ELs[0, -! o07, Ls50, -cc 中 求解 . 


。293 。 


雪人 人 存根 易 证 天 ,只 须 当 2z<0 峙 ， 令 9(27 

， 各 分 就 成 为 Hilbert 变换 ， 由 定理 荆 2 七 可 知 对 几乎 处 处 的 
es 二 co2], 主 值 积分 是 存在 韵 .，… 

解法 一 依 上 例 间 一 变换 ， 方程 可 化 为 


二 | 吕 ¥$ (7) 一 9 人 


“~Sht{s—) 
按 和 常规 解 法 得 出 
$ (6) == We i 


sh(é~ 9) 
全 注意 到 ee 
| 


te 
Er 
ch(é£—7) 
$ (8) eta) Ls) -nn 
其 中 6c 为 任意 常数 回复 到 原 变 呈 L 呈 
vz) = 了 FF | ee 3 (1. 34) 
_ 1 1 1 
条 法 二 “今后 一 人 
人 fr) sing 
$= 98) = 
则 方程 化 为 | 


Kry=— | 加 下 ydn=9(). 


Tp coss 一 cosn 


由 (1. 33), $= 二 c 二 Kg, 即 


z 十 一- 人 
» a. 1 a 1 
i (1. 35) 
: 2 | 


ss 29 + 


(1. 35) 与 (1. 34 外 形 不 同 ,但 两 式 相 减 得 


PH) Et 
Wi ea 
可 见 实质 上 是 一 致 的 . 0 
解法 三 合 . 8 二 人 


1 teosg ‘2 ? li eosy 2 
Fn) = -C0 ,gy(8) a A 


i 


1-F- eosn 


则 原 方程 化 为 
Kg = 二 | i —9() 


出 例 I 工 知 , 当 且 和 充当 


上 8 一 0 
时 方程 有 解 且 其 解 为 多 一 一 友和 向 到 复 变数 , 即 在 
| 50-0 ee “(L360) 
时 有 解 共 解 为 
a 


1 人 SR | 
A "(a DV | . 


这 个 解 的 外 形 与 (1 35) 不 同 . :但 只 票 将.(1, 和 ) 不 去 {+. 37) 
得 到 


7 A Ts Fw， 


但 结合 条 件 (fi. 36) 便 知 上 式 为 c7 /本 . 六 是 合理 的 
当然 我 们 一 定 会 同 例 2 一 样 ,考虑 方程 
2 R93F * 


(一 2 Hwy: ea 
这里 的 方法 均 失效 了 ,详细 解法 放 到 下 市 去 讨论 ， 
1f”A 1 

例 4 二 | (Gb ~ Lr .f(2), (1. 38) 
其 中 f(z)EL4L0, 十 co],xE[0, -co]， 在 [0 二 co] 内 求解 

解法 一 “ 令 * 一 ez05g-- ez 将 原 方程 化 为 卷 积 方 种 

1 71™ 由 1 A 
(D7),9(8) 的 意义 同 例 2. 从 而 


ohms ， 
l—igs pr 
eisrch-—g 
$6) = 二 | .95 -Do 本 


“1—istt3 -8 
内 留 数 定理 计算 内 层 积 分 ， 得 
2(" gE De a 
yp (E) = 二 | dn 8 
加 到 原 变量 ， 则 有 . 


: po) | (te 


”解法 二 :将 wp 人 zj 作 奇 延 丘 ， 的 在 (1. 38) 中 用 
_ 裤 换 2 得 


f(— )= 坪 | (= 一 ra 


171™™ 1 - 
a i (= 一 的) dy, 


《人 令 89 一 一 轨 ) 
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-人 (二 -ogg (L 39) 


x YY 
(1. 38) 与 (1. 39) 相 加 ,得 四 
fo= 寺 全 (十 二 -二 om (1. 40) 


ar(D= 二 2 Day, 
则 
Hop(—s) i ” 29) ay. 
改写 (1. 40) 为 
3 (Ho(—#) —H9(r)) =f(s), 


两 边 用 豆 作用 ,根据 五 (一 Hq=w, 有 


Pp(—7z)=2Hf= 2) Fay. ; (1. 41) 
将 上 式 中 z 换 为 一 z, 有 < 
?Dp Lay 
E -| ~ Lay. ~ (1.42) 
将 口 . 41) 减 去 (1. 42), 得 
4 二 (二 f(y) ay, 


zy 
如 


加 -于 人 (+ a 


a) (ta) Dy (a>0). 


ey re 


。397 。 


Hs | ys), 


其 中 了 (z)ELs[ 一 1,1], 一 1 过 z 志 1, 积分 为 主 值 积分 . 

仿 |z| 渤 1, p(x) 二 9, 方程 左 端 使 化 为 Hilbert 积分 , 歼 对 几乎 
处 处 的 zxE[ 一 1, 1], 主 值 积 分 存在 . 

以 下 总 令 = cosé ,4 二 cos， 

解法 一 “ 令 p(cosz) sihnn=《7), cos) sinE=g(), 原 方 
程 化 为 


kx 了 ff” sing 和 | 
ee i YONA 9), 
改 
ere _,._1[" . sin7 
$6)=c— Kg=e an, 
或 即 
6 下 
as 
解法 二 令 wp(ecos7) 一 区 (7)，f(coss) = 一 8(E， 原 方程 化 为 
“Sin 好 
LO ee A 
它 当 且 仪 当 8 
| res=o 
时 有 解 本 
9 sin 世 i 
$0) =K"= 人 
或 即 = 
gz)=~— 二 | 1—xY AD), (1. 44} 


一 经 ry 
其 中 了 (2) 满足 
2 298° 


站 GD Te 
| ye (1, 45) 


利用 (1. 45) 不 准 证 骨 ,《1. 44 与 人 49) 之 阅 粗 差 为 -7 二- 


32 投影 定理 


为 了 求解 (1. 1), (1. 2) 型 的 奇异 积分 方程 , 忽 们 崇 介 绍 投 影 方 
庄 ; 它们 主要 基于 工 空间 的 投影 定理 , 线 子 定理 、 边 值 定理 和 国 
子 化 定理 ， 木 节 首先 介绍 投影 定理 ， 
定义 2.1 定义 空间 于 及 ZL; 分 曾 为 如 下 集合 : 
Li= {ylpEL eo, to BF(p)=0,8>0}, (09,1) 
Ls= {ploEL[—o0, tooBF(p)=0,s<0)}. 


容易 证 明 工 ;, 工 ; 构成 工 ; 的 线性 闲 子 空间 . 
定理 2.1 ,空间 可 以 分 解 为 世 与 上 ;的 直 和 ， 即 
ZE， 
证 设 fE5i,9ELz, 由 以 上 定义 知 
(f,9) = (PD, P70)) =| fs Tae=0. 
这 说 明 空间 三 与 55 互相 正 交 . z 
其 次 显然 有 
LOLi= {f+ feLi, yeEL)} SEL, 
关键 是 证 明 工 .CL3@Ei， 为 此 对 任意 wELs; 令 
PnPtidp), 


1 
P 2) 一 本 (2 一 ?0) 


(2 2 


其 中 五 是 Hilbert 变换 , 用 定理 1. 3 知 gp-EZE2 而 且 由 (2.2)， 
它们 由 2 唯一 确定 ,计算 表明 到 
299 。 


F(g:) = 二 LF(p) +iF(HG)] 


= (p) —sgnsP (9)]= ee 
辣 理 
Flp), s>0, 
tp) =- s<0. 
杆 是 p11ELi,p-ELs. 由 (2.2) 
2 pp:+p-, (2. 3 
从 而 五 三世 225. 证 毕 ， 
注 1 (2.3) 表 明 ; Ls 中 任 一 元 素 可 分 解 为 到 中 的 一 个 元 素 
和 到 ?中 的 一 个 元 素 之 和 ， 而 且 这 种 分 解 是 唯一 的 .我 们 把 (2. 2) 
决定 的 p+ 及 gp- 称 为 gp 在 Ls: 及 Lsz 上 的 投影 . 男 外 , 由 (2.3) 还 : 
得 出 


i ‘(2.4) 
这 也 经 党 用 到 . 
注 2 LizfNNLs= {0}. 事实 上 , 当 feL: NLi; 有 (f= 0, BE 
f=0， 这 一 性 质 , 在 下 面 求解 中 将 反复 用 到 . 


例 2(z) 一 Z| ED ay= f(x), 2.5) 


共 中 了 (x)ELof 一 oo, -+00], 且 方程 要 在 L,[ 一 0%， ooJ 中 求解 . 
解 ” 利 用 (2, 3) 及 (2. 4), 原 方程 化 为 2 
pri-+iA(p+—P)=f:++f-. 
由 注 2， 
(1ji)0+ 一刀 = 一 (1 一 1)o -十 六 一 0. 

CY :CL 
(1) 若 4 关 土台 则 
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2 1—A2” 
赦 z 
a 0 
PP ee 
1.| 4 A 


(2) 车 4= 一 i es f-=0, 故 p- 为 民工 
的 任意 孙 数 ,ij + -至 . 从 而 


则 是 可 讨 交 4= 一 i 时 ,二 g++ 小 ,g. 是 属于 3 的 任意 摧 数 . 
从 本 全 出 发 可 以 求 出 方程 
li “~ oy) y 
+ eg We (2, 7 


| 

a 

的 解 ， 只 要 在 (2.5) 中 以 一 4f(z) 代 办 f(z)， 然 后 两 端 以 4 除 之 ， 
搓 今 1->co, 这 就 得 到 方程 (2.7》， 相应 地 在 解 (2. 6) 也 进行 这 样 的 
和 手续 。 得 到 


]; 一 4f 一 RAHf 
本 


这 与 定理 1.3 之 结 沦 (5) 相 一 致 


_Hf. 


$3 乘 了 予定 


如 时 (7)ELzi(L2), ， .在 求解 方程 (1， 2 a. 2) 的 过 程 中 ， 朋 
.9(z) 乘 某 一 国 数 a(z) 时 ,乘积 a(z)p(z) 是 否 仍 属于 Z( 或 二) 
-这 是 本 节 乘 子 定理 所 要 辐 答 的 问题 

定理 3.1 设 g(7)eLz, 记 z 二 3 十 多 ， 

ss 3012 


(1) 苦 a(z) 在 380 连续 、 有 界 ， 在 9>>0 解 析 且 a(x)EL:- 
[~—o0,--007, Wa(z)g(r) EL 

(2) 若 a(z) 在 y>>0 除 去 z=E(ImE>>0) 处 有 # 阶 级 点 外 解 - 
析 ; 企 y 宇 0 除 5 外 连续 县 除去 *=E 的 任意 小 的 邻 三 后 为 有 
界 ;a《z)EIL 一 oo, 十 co], 则 对 适当 的 ab am 


op) ~ Dj. 


证 我 们 注意 到 结论 (1) 是 (2) 的 特例 , 故 只 顷 证 明 结论 (2) 男 : 
可 、 显 然 因 (2 有 界 ,a(zp(z)SFe， 又 这 ELss 从 而 


alz) pr) 一 全 Ele 
现 只 须 证 ,适当 选取 &;,…, os 使 当 s 汪 0 寻 


Map — pt; i )5o 汪汪 Ga 1 


| 
出 


即 可 ,为 此 我 们 分 以 下 步骤 考 渗 . 
(1) 设 


SI De 2 : 


求 c(z) 的 Fourier 变换 当 。 a 时 的 值 . 
命 s>0， 在 二 半 平 贞 应 用 视 数 定理 ,得 | 
P(e) -7 3 2。 GE 和 
; 区. 
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2zri1i dv*-! | 
z=¢ 


Va Sr EI dr 
2 i- 1 
-T(E tI me erp, 
我 们 只 须 证 明 此 时 (a(z)p(s)) 有 如 下 形式 
Dybe” leist (3. 3) 


邯 可 ,其 小 到 为 常数 ; 因为 这 样 就 可 选择 a:， 使 得 (3. 1) 成立 . 
(2) ypEZEz 设 刺 (PP) 一 由 (5)， 今 gz):=6(z)e 7 e>0， 则 
(2)EIsD 设 F(a(z)e-'1"1) 二 4,(s)， 由 第 五 章 定 理 2.2 


Plylr)a(r)e ™) = ~ 并 — px*d, 


= (oa (Cs 一 odo. 


(3. 4) 
(3) 为 求 出 >0 时 4.(s) 的 表达 式 ; 
为 确定 起 见 不 妨 设 Rec>0. 设 f(z) 二 a(z)e"re'*3 帮 g 为 |z|= 有 R 
前 反 针 针 方 向 在 第 二 象限 中 的 部 分 ， 在 二 象限 中 应 用 Cauchy 
定理 ; 二 " R 


| ae)ererres+ | fz)dz 
WE 0, (3, 5) 
对 充分 大 的 EB， 


人 f(a)ds| ~ I a(Re'')eneerne i Re'tdd | 


,38535% 


RH | 


“2 


【其 中 形 为 |a(2) | 在 83 宇 0 时 的 上 界 》 


—~ RM [i -eRsinagag 


RM | (Fe) -eRvine 10 


-0 


ee 
RM | eI) gy 
-0 ， 


四 ni 1 (ee F300 (R—> + 00). 
| 2 es e ES 
由 (3. 5) 得 
总 本 六 ce 直 人 
| g(r)e errdr = 一 | ,alig) ese ay. (3.3, 


在 第 一 象限 中 考 碟 对 轴 数 9(2) 二 a(2)e '“e 2 用 贸 数 定理 ， 设 忆 :. 
为 jz|=B 在 第 一 象限 的 部 分 

| eeyer ereaz+ | g odz 二 i -aliy)e -mdy 
=2wiRes(g(%), 6) | 


=r Cs "as) emt (87) 


册 关 于 4(?) 的 假设 ,在 z= 二 s 附近 


4(2) 一 = Dy ye 
其 中 5(z) 在 z= 处 解析 ， 福 意 (z 一 5)”3(z) 在 z=E 处 的 0,1, 
一 1 阶 导 数 均 为 零 ， 从 而 

Res(g(z), &) 
“J04: 


_ 1 ”dn-! i 
Di rl (2—£)"-te™ ria] 


z= 
-TD 3 ce- EE) | Be 
=1 =U em? > 

= 1 
Di 1(—etis)*-!eds-)e 
= St (is—e)r els. 

| 

3 2 人 CT 以及 
nr(s)= Dirn(is—e)* et 0 (3.8) 


1 
类 似 地 可 证 明 BR-> 十 co 时 | ->0, 故 由 (3.7) 
站 ae rrdz =r(s) i 站 apDe oa (3.9) 
.将 (3.6) 与 (3.9) 相 加 b 得 
(ats)e Torrdz=r(s) +2| eliy) sineye “rdy, 
从 而 
8。 人 =- [rc + salig) sineye "dy | 


代入 (3.4), 得 
F(a(x)op(r}e ll*!) 


-| 90) {2 (s—0) el lelits™ "lt 


t+2| aCig) sineye™.‘s vay ec 站 《3. 10) 
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(4) 考虑 上 式 当 e> 十 0 时 的 极限 .因为 

Jax) pre less] |a(r) pr)1, 
和 而 6X)p(X)SEL[ 一 00,001; 由 Lebesgue 控制 收 化 定理 ，(3. 107 
左 端 可 在 积分 号 下 取 e~> 十 0 的 极限 。 对 右 问 可 分 为 两 项 ,其 中 第 
一 项 为 
去 |- go rr 人- oj 一 中 leIfGe ~ sger . 


此 二 1 
一 @ -于 去 | > le Ng 
把 Cits 一 0) 一 2]*-! 有 展开 成 的 多 项 式 , 夫 而 2-> +0 也 可 取 报 限 > 
而 对 过 一 项 ， 


Had ud sineye -dy Ja | 


Miel 
Me 
并 


,IP 一 一 一 一 一 or ->0，8-> t 0， 


Se 
其 中 =M| ue “dw， 这 样 一 半 ,(3.10) 今 e-> 二 0 下 极限 有 


Far)p(a) = ed BC) Sp i (8 — eido 


b=1 


1 gis : EE 
= Br bk ‘Sc 91 | Plo) “00 Tie do 


a ,1k-1)1 
=eé 二 大 (二 WT i 


| plen (~o0)* 10), 


右 端 确 为 (3. 3) 的 形式 . 证 毕 . 
注 1 人 Rec>0， 如 果 Re <<0， 无 非 相 应 地 在 : 
“306 = 


第 二 象限 用 留 数 定理 , 在 第 一 象限 用 Cauchy 定理 , 这 一 点 读者 可 
自行 作出 ， 如 果 Ree 三 0 则 用 推广 的 留 数 定 理 可 以 证 明 包 ， 

注 2 本 定理 可 推广 到 a(z) 在 实 轴 上 有 有 限 个 点 处 有 弱 奇 异 
性 的 情形 ， 即 除 本 定理 的 假设 之 外 , 设 在 实 轴 上 的 点 zx 处 , 有 


"Oo(Gcaa 


Imz>0，0<c<1L， 1 一 1 2 天 
定理 的 结论 仍 成 立 ， 这 只 要 在 证 明 中 应 用 边界 上 有 有 限 个 点 具有 
区 奇 性 的 Cauchy 定理 和 留 数 定型 即 可 ， 
注 3 本 定理 可 推广 到 上 半 平 面 y>>0 内 有 有 限 个 极点 的 情 
形 ， 即 a(z) 除 了 在 4,…,Em 分 别 有 Rw,…s zn 阶 极点 外 ， 满 吓 查 
应 的 解析 ,连续 . 有 界 每 条 件 , 目 4(2)5Ls[ 一 oo, “co]， 则 存在 着 
人 


a(z) Pp(2) 一 2 TD.. 、 《3.11) 


人 : 
注 4 洪 p(z)ELzi, 只 要 a(x)ELs[ 一 00, 十 oJ， 二 诈 下 六 于 
面 满足 相应 的 解析 、. 连续 、 有 上 异 等 条 件 时 ， 则 存在 常数 Cls ys Ons 使 


“pT 全 i 


其 中 > 一 是 在 下 半 平 面 (8<0) 明 数 9(z) 的 各 阶 极点 .， 这 时 也 能 
作出 类 似 于 注 1 至 注 3 的 议论 
” 例 求解 


gp(2) 一 和 | 2 p(y) PE dy=f(e), sm0: (3.13) 


中 . 岛 见 路 网 可 ; 《推广 的 留 数 定理 及 其 应 用 *， 武 汉 大 学 学 报 ， 自 然 科学 版 。 
1978, No 3. , 。 2 ， 2 : 
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已 知 f(z)ELsL0, 斗 oo 蔬 A[ 一 ,一 1 了 县 
lf hdr (3. 13) 
[E10 las +o0. (3. 14) 


解 ” 当 z<0 时 , 令 f(z) 二 pg(7)==0, 则 按 (2.2) 的 记号 ， 有 
p+ip-iidllg:—9-)=], X= 0, 


P,P- =0, rz 0. 
或 写 为 ; 
-=p p+ td) (3.15) 
其 中 
1-+Az2 
= XD, ee 
亲人 (3. 16) 
15 了 < 0. 


设想 (能 写成 基 一 在 上 下 半 平面 解析 函数 9(27 正 边 值 4 (7) 
a lim (2) 及 负 边 值 9 《2 lim 9(20 之 也 好 p(z) 二 8* (x)/97 
9), 昌 (8.19) 为 


. g-p.= i oe (3. 17) 
这 就 有 希望 用 乘 子 定理 及 投影 定理 来 求解. 
i ee ， , 
上 go) 0 
_ 1 ，1 一 4 
p= sr nr 《3.19) 
取 一 <arg 1 二 尖 <x, 干 是 |Rep|<< 超 ， 但 在 2[ 一 oo, 一 1 的 


搜 设 下 容易 证 明 , ]Repj < 元， 取 定 9(2) 一 (一 芒 * 一 eeac2 这样 
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"| 


[| 


的 分 支 : 在 割 开 正 突 轴 后 ,ln( 一 z) 在 z 二 X 必 0 为 实 值 . 于 是 ， 
Biogoy2D0)， 

"0 a 

(2 3 z>0, 
Od ed 


(3. 20) 


(3.21) 
容易 验证 
人 《2) 
2 (x) 
从 而 确实 可 化 为 (3. 17). 另外 (3,17) 中 f4-ELs[ 一 00, 十 0j， 素 
实 上 , 由 (3. 21), 且 注 意 x<0 有 时 了 =0， 


| lfa- [2ax = | 1| esei] | e (Re eriIm mlnzlgdz 


a Een |f(2) gz. (3. 22) 


由 一 1<2Rep< 过 1 可 知 : 
当 和 < 一 “rl ,xz "2 ta ‘Pe 1! 从 而 


[etflase[ Hf lds to 
0 ow 
当 4 之 1 由，z ?< 从 而 
. 上 = 2R+p. flaz< | rz|f lax 03, - 
J1 


加 到 (3,23), 这 意味 着 Wa ELs[ — i 29， 由 投影 定理 , (5. 17) 
可 化 为 


=p(7), 


= CN fg), 
相 P-- A 下 P+ 二 1 {3. 23) 


这 村 还 不 能 断言 9 gp-SLi,9'w:EL5; 辕 为 
19(s)| 一 长 一 人 "= le entin| 
一 e-3Imy 已 (了 8p) 1 ， '2| 人 一 =- ar 多 2 10|1 < 和 rr 
六 Rep0 时 392 在 zc 处 大 界 ,Rep<0 时 4(2) 在 34=0 处 无 
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界 , 当 Rep= 和 9 之 0 或 y<0O 有 界 . 在 (3.23) 两 问 同 乘 


1 
NL (f9 7)- = p+ (fo ): 
Hi (lA) 2 一? (x—1) (1—Ai)’ 
人 (3. 24) 

狂 (3. 21), 当 一 羡 <<Rep<- 了 时 ， 

oo 8 2 加 0 《一 2 2 1—— pr oo XRe p | E 
| | 人 _。 |z 一 有 后 人 全 
从 而 -ELs。 同样 可 证 -4 EL. 

了 一 
2 一 
三 Yy<0 解析 ,在 Rep 计 0 时 从 下 : 半 平 面 连 续 到 实 负 也 12i 一 so 时 
Lene ?a -ad Ls bt A ld hata (3. 26) 
2—1 Ee > [2—#) 


从 而 (3. 25) 在 下 半 面 y<0 有 界 ， 由 乘 子 定理 知 ,全 39-53， 妆 


Rep<<0 时 , (3.25) 在 y<<0 解析 ,可 连续 延 拓 到 实 轴 上 {z 关 们 ,由 

《3. 26) 知 , (3.25) 在 y 志 0 除去 z==0 附 近 外 有 界 . 而 在 < 二 0 附近 

由 (3， 26) 看 出 
~ Ca 


| 2—: 


元 (9825) 有 不 足 一 防 的 奇 性 〈 弱 奇 性 )， 由 乘 子 定理 注 2 仍 有 


<M, a 0< 一 Rep< 广 . (3.27) 


-Lp ELs. 


zr—t 
因 - 汪 -EL, (3. 24) 左边 第 二 项 在 y<0 解析， 在 9<0 连续 、 
有 界 ;故此 项 属于 Lz. 


» 3I0* 


类 俱 的 分 析 用 证 (3.24) 在 靖 两 项 , 由 于 


(-2" 1 
2 


在 2- 处 在 - 阶 极点 ,由 琵 子 定 埋 知人 在 在 数 o% 使 得 布 端 减 
后 仍 属 下 工 :， 这 样 (3.,2 和 成 为 


i (19 ). _% _ 
wi mM wt 
(元 >) {Ls) (Ls) 
OE 
ee ne ey 
i 一 一 一 一 
{Ls) 
对 于 新 浅 的 项 一 ,可 直接 验 汪 ,s<0 时 
| 
F( 7)-0 
故 - 43， 其 后 出 (3.28) 右 端 为 堆 , 得 
{fy ), 多 
9 一 (3. 29》 
(f1). ,0 (3. 30》 


不 过 我 们 容易 看 出 & 一 0， 事实 上 (3. 28) 左 喘 为 零 » 于 十 为 可 积 


歼 数 ,然而 网 .Es， :Ls 从 而 -和 9-E 荆 [00,+00j, 交 


——— eT, f9- G1 从 if -Li — ,+ co]， 于 是 


证 -一 1 


只 有 = 玫 行 ， 


了 了 了 = 


再 (3.29),(2,.2),(3.20),(3. 19), 当 z 盖 0 时， 
了 [foe-+i(je-) 
已 hg 一 4) 
也 [feneze 二 iert*H(fz’)] 
， eiorr(1— i) 


2 十 1 下 (Fr 人 了 


人 + 一 


1 
yy 
答 样 2 二 0 时， 
二 -- 1 -Pp Bs Pp 
9 一 57 [yz 一 ?如 (fr 了 
由 一 ;十 - 知 ,z 关 0 时 有 


A hz “f(y) yr 
PD) = 和 + yz, dy. (3.31) 
相应 十 (3. 12) 的 第 一 种 方程 为 
1 “p(y) yf 
| Tay f(s), (3. 32) 


可 看 成 是 原 方 程 的 1(2) 胃 一 条 (x) 替换 再 在 两 端 除 以 4 令 4>oco 
鲁 得 到 如果 注 总 到 


1 1- 和 1 
Nm/ mo a 

各 从 (3.31) 中 进行 相应 的 手续 使 得 方程 (3.32) 的 解 
“FO Y gy. 


(= 一 2 了 xr—y 


$4 演 值 定理 及 因子 化 


在 于 例 的 解法 中 关键 是 如 何 将 B(z)》 写成 一 个 在 上: 半 
平面 解析 盖 数 962 的 正 , 负 边 值 之 商 , 即 2{x) 一 和 19 ， 这 个 过 程 
=- 312， 


叫做 因子 化 . 为 此 我 们 首先 给 出 边 值 定理 . 
定理 4.1 设 g(z)ELp[ 一 00, 十 c],I 和 2 一 二 cc 则 


g (2) = 二 | A 《4. 1》 
I _o 和 一 旋 


在 Yy 天 0 时 是 :的 解析 函数 , 是 
imq(2) = (7)=+9(s) 十 三 再 9p(2。 (a.6.) 【4,. 2》 


证 首先 y0 时 , (4.1) 是 有 意义 的 , 当 7=1 时 ,二 ;在 实 连 


上 有 办 ,于 是 
PG 


当 1 之 2 之 十 co 时 ,由 Holder 不 等 式 
1 
Ci<ip 以 上 em 二 十 co， (g>1) 
证 解析 性 时 ,不 妨 设 Imz 记 0， 任 取 . 上 葵 平 面 的 一 点 z， 作 二 


z 为 中 心 ,以 充分 小 的 28 为 六 答 的 邻 束 入 :a(z)， 使 此 邻 域 例 洲 王 
上 于 平面 内 ， 取 z -ANaa(z), 8 天 0， 与 出 才 - 样 也 可 证 明 积分 


| _P(r) jr 


_w(T--2)? 


是 存在 的 ， 人 和 合计 
ES 1 有 一 2C2)》 1 


i ni 


” (zr) 
| er 


~ je gar. >0， Ch->0). 


这 就 得 到 (4. 蕊 的 解析 性, 而 且 可 以 在 积分 号 下 求 导 。 
为 了 证 明 (4. 2)， 将 (4 17 实 氏 部 分 开 : 
，3 了 3 » 


去 | PT) - 1 二 | PTIr—z iy) dr 
及 


一 it (tr— x) :+y 
工矿 PY gr Pr) 
| zx) 人 星人 ne 
仿 
P(z 力 一 7 O29) =77 pr (4. 3) 
分 别 记 4(z) 的 实 、 虚 部 为 9(7, 引 及 9(z, 站 , 则 
g(z,y = 二 | g(r) Ps—r, dr, (4.4) 
gr) = 二 | WO (4.5) 


把 Plaz, 7)， 2 打分 六 前 hh ;为 Poisson 核 及 共 辆 Poisson 枝 ; 积 
分 (4. 4) 及 {4. 9) 分 别称 为 Poisson 积分 及 上 其 红 MPoissoen 和 
证 洲 (4.2) 当 六 >0 时 的 镍 形 , 即 须 汪 明 


lim gl?, y) pr), (a.e.) (4. 6) 
dim (, y=Hy(z) (a.e.) (4.7) 
汶 了 对 称 起 网 也 记 囊 (7 二 多 2) (注意 (2) 不 是 卫 数 p(x) 的 打 
轮 p(x)1) 
计算 表明 
Li ydr 加 
| a 1. (4. 8) 


我 们 先 来 证 明 {4.8), 腊 须 沪 朋 
Ey ydr -0. 


1; ee | -onY 
im (中 )- Ft Dr 


记 左 端 积分 为 1 并 写 为 


) 天 ， yar 


Sk 人 i T)— Pls 2 


= 3 


= #| |r 2y 0 A 


对 于 7 有 


2 Se yd 
LA LA A 


2 加 
=| 1e(z 十 可 plz) jd 


3 ro 
[pCrd Dyn) lar | grr) — (dr 
Ee 因 人 
y y 
二 Ti-r1. 
ee a NL 
| lotr) pT Tr Y? | 
1 一 -一 | >0 Cy> Ol) (4.0) 


这 是 因为 p(x)CLo lssB 二 十 cof 对 斤 和 平 处 处 > 有 


[grr (rr) rar OD 
Ed, o. 到 


3 0 3 
在 玉 小 仍 用 Helder 不 每 式 然 斤 令 刀 一 一 朱 知 


( | orn ar 
TI 一 一 一 多 ~ | >0{0 区 一 > = 起 时 (4. 10) 


于 是 lim 大 一 0， 
0 


Ea im{r!T) wr) dr 


~ 


t 
现今 X(t) 一 | pz rr) 一) lar， 由 (4. 9) 《4.10) 知 ,对 任 训 
0 存在 7220, 佑 0 时 ， 
他 见 * 实 变 靖 数论 可 题 集 >, (人 . 捷 利 亚 柯 上 斯 其 茵 ,证 晓 中 等 译 ， 吉 楷 信 民 测 


懂 社 ,1982,6.77 及 1.78 加， 
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X(t)Eet, 一 (一 了 < 人 (Cx**) 
于 是 再 作 
21<9 + =1t le 
对 上 式 右 端 第 一 个 积分 分 部 积分 , 则 
eg LC. —X(—7) 二 " X(T) 
Ps<y| A , 汪 Tz | er 


HT 


eh 


合计 正 项 (用 A 幻 ,并 利用 (**) 


[We |= | 2 2| 
十 4 各 dr|=2ge| 工 一 二 十 志 
‘< 人 n Y 


7 
一 2ye| 名 一 六 |<2ye' 了 = 
I 中 的 7 是 取 定 的 ， Ss 它 收 敛 杆 零 , 从 而 有 
了 Jim [12|<4e. 


由 的 任意 性 知 12->0。 至 此 (4.6) 获 证 . 
现 转 沿 证 (4.7). 令 


wz- 到 | 2 一 Pr 


ae | 人 < du= (Hg)y. 


x zz 一 ti 出 一 各 


作 


yr) — prt)— | pt) rar 二 | LED ae 


-| 
Fi i T 
| 
i 
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= 二 | PTT) g(r es re dr 


0 二 
本 
| ps) prtr) ay 
一 了 5- 一 7 


钥 ?= 工时 的 (*) 对 儿 乎 处 处 的 z， 


AE < 二 |， lpg(z—r)— prtr)ldr 
< 二 | 19p(z 十 可 一 p(z)1gr 
yo 


Lp ee | an 
| lip(xi-r)— p(x) 1adr >9， 
(¥ > 0)., 


SH) PE- nt 


< Pe pn A EE | A 
EE TS y rr 


Em | OE 
Sr 1 


Eo— 一- 


完全 重复 估计 的 作法 ( 盟 外 形 稍 有 不 同 ,证 小 的 实质 不 变 , 留 作 
习题 ), 得 出 1->0。 这 未 证 明了 
im (g(x, 9) -Wy(7)) = 0, (a.¢.) 


又 岂 定 地 1 2 知 
lim Bu(7)= lim (To)y Ho- mrt). (a.e.) 
六 1 #3 


纹 得 到 (4.7)， 
最 后 芳 虑 (4. 2) 由 ¥- > 一 站 时 的 结果 . 令 Y 1 一 一， 出 


TI Poe(r) 1 vr) 
A Tit- rr rn 二 


ss ol PY 和 
5| re r): sp -| Tt) a 


= —g(xr, y) 于 L(Y, yg) >—gp(z)+ ee ee 
对 几乎 处 处 的 > 成 立 .。 至 此 定理 全 部 证 完 ， 
现在 我 们 可 以 介绍 因子 化 定理 . 
定理 4.2 设 p(z) 隆 0, p(7?) 为 分 段 巡 续 的 复 沙 数 ， 且 满足 如 
下 条 件 : 
(1) mn p(s 
(2) 在 各 有 限 连 续 段 中 取 Ing(z) 为 任 一 确定 分 支 ， 而 与 士 ce 
相连 接 的 连续 段 由 取 lnp(z) 为 这 样 的 分 支 , 使 得 
lim lnp(*)=0, 
是. 设 
lim Inp(7)~=0; 
(3) 设 1ng(7)=2Li 一 0c, ;1 00]; 
旭 存 在 着 3 去 9 阿 的 解析 孙 数 az) 使 得 


p(x)- -4 (4.11y 


其中 人 (2)=: lim gC2). 


在 壕 角 之 前 有 -一 点 要 说 明令 2 人 e ”由 假设 
(1), (2) 
0= lim lnp(r)= lim (ln PC)| -i207)) -2 lim 和) 
st 2 四 1 攻 广 十 名 
所 以 lim Q(z)=0. 又 
1= lim Pp(7)= lim [p(x) le lim ef ， 
从 而 
lim (7) -2nr. {4.12 


XT- 
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2 


[A 


由 假设 (2) 知 ,此 时 应 取 2 二 0. 
证 ”一般 地 Laz(z) 一 Ing(z) 十 2r2， 其 中 in2tZ) 是 满足 
(2) 的 分 支 。 在 这 样 的 前 扣 下 才 可 以 设 Inp(2)SL。。 令 
由 上 一 定 集 知 ,@(3) 在 8 去 0 解析 , 且 
0x(z) 一 二 [ 士 mp(z)+iElnp(z)]， (a.e.) 
从 而 &(2) 三 es 在 8 天 0 时 解析 , 且 
g (2) mIp(s)] explS HInp(E) (4.13) 


敢 (4, 11) 成 立 . 证 毕 . 
例 1 设 a&[ 一 00,0j, 将 


0, |z|<1, 


A A 


因子 化 . 
解 取 一 z<arga<szy 因 a&[ 一 ,0_, 所 以 


1 ] 1 
|Re( 2 本 )| < 去 


到 四 
lnp(z) 一 和 和 ze 一 oo 二 
基 ln p(x) 满足 定理 4.2 的 一 切 条 件 ， 而 
mg(z= 避 证 | dr 
- | dr Inaln2—l 
Dri jt—z 2rt 2z 十 1 
歼 


3 了 TI9 。 


a 


2 中 1 


q (2) = ( 魏 j 


以 二 1 为 支点 , 害 开 实 轴 上 的 线 展 [ 一 1)1], 取 *> 1 时 nz 一] 为 实 
值 的 分 支 , 则 有 


(4. 14) 


Ino 


了 一 区 2 /一 一 
(TE) ~ a, |z|<1; 


in 


至 潮 了 
(E> el 
g (7) ee (4. 15) 


( 


1 
1—z\:"* 1 
3) A 
此 即 为 所 求 . 
例 2 ed 
Pp(7)— 二 | dy = =f(7), —1l<x<l, (4.16) 
a ee i 


{ 有 i A (4.17》 
1—z 


解 令 1z[>>1 时 , f(z) 二 gCz) 二 0, 则 有 
人 (2+ 一 ?一 六 jz[<1， 
P+ P=0, |z|>1, 


一 eeo<xz<<oo， (4. 18》 


f 
P-= P(r)p. Ti 


雯 和 
PCY)=11— 
1, |z| 全 1 


,|z| 过 1， 
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了 二 


记 o= 到 Ta 这 逢 ， 取 一 w<argtt 首 <, 由 1 的 假设 ,|Reol 


<1/2.， 根据 例 1 的 结果 ，(4. 14), (4. 15) 可 写成 


/yz—1 
( 生 坟 [1 全 


了 一 六 


工 十 & 


g*(7)= 
aye hoe 


现 证 明 fg-eLs， 因 为 
{fe (FS) er 


-| 三 es, 


时 
dw 


由 于 一 1<2Reo<<1, 改 当 0<<z<1 时 ,0 了 < 
ee es De ee 8) 
了 十 全 <| 诗 : 十 | Te 1 


[ (f(z) 12 dzd | UAC 
a | 


: | v1—z 
而 当 一 1<<z<0 上 时， 二 


-~ 2Rep Pe a 2 
1 交 < 一 1 一 z 0 4) 4 


Fe ir ™ Ir 1 一 55， 
Ee OI ded) Las. (4. 20) 


将 (4. 19) 与 (4. 20) 相 加 ;有 
- 1 1 dz<4| HO d+o, 


《4. 18) 可 改写 为 “ 
» 了 


Ds (4. 21) 


I—A: 
注意 到 
| —(Imp)as, (Re py1n 12 | 2 
1 :一 已 本 3 -上 8~— 
zi1/ 1 az 二 了 


Rep0 时 , 它 在 z= 一 1 附近 无 界 , Rep<0 时 , 它 在 :=1 附近 无 
界 ; Rep= 二 0 时 汤 在 y 守 0 及 23<0 有 界 但 在 xs 一 十 1 不 连续 ， 因 为 


这 时 
Z 一 工 人 一 Tomp 6 元 一 了 
(三) 一 e | cea(imo ln zi|) 


z—1I\]l 

有 小] 中 

我 们 仅 就 Rece>0 的 情 识 讨论 (Rep 志 0 由 读者 自行 讨论 )、 在 
(4.21) 两 庄 同 乘 以 一 


tisin( ImpIn 


gq 6 (有 -+ 
PT ” 
(4. 22) 
因为 了 
G(2) 总 一 1 
0 sa 


在 YY<0 解析 ,在 := 一 1 处 有 弱 奇 性 ,而 


[goin 1 2 一 1I 
| Jz—i| Iz 1| er 


当 4_>1 及 z_>co 时 趋 二 零 ， 从 而 (4. 23) 可 韦 续 延 拓 到 实 轴 ( 除 去 
z= 一 1), 在 3S0 除 去 z=…- 工 附近 外 有 界 ， 显 然 : 人 <Zo. 由 乘 
子 定理 之 注 , (4. 22) 左 端 第 一 项 ELz， 类 似 地 ， 左 端 第 二 项 属于 
Li， 而 (4.22) 右 端 ,注意 到 在 > 一 处 ,(4.23) 及 -有 一 阶 极 


*» 22 。， 


点 。 由 乘 子 定理 ， 右 端 减 去 二 -; 后 属于 成 ， 即 


二 

Vi 一 1 (rz 一 人 1 一 4) wi 

(Lz) (L535) (L3) 
EE 20 EE | 
Te {til—Ai) zi (S24 

(L$) 


完全 类 似 于 §3 中 例子 的 分 析 , 可 证 明 g=0. 由 于 (4. 24) 有 端 为 
零 , 故 有 


= __ (fg), 
TH gy 


最 后 由 wp=9 十 p- 知 , 当 一 1 之 + 之 1 时 ， 
4 lizY or fl1—yY a 
| 0 (这 2) | 1 a 
对 于 解 第 一 如 方程 


工 六 VD i 
| dy fe), ll 


f(z)EL:[ 一 1,13， 可 象 $2,83 末尾 对 第 一 种 方程 所 做 的 那样 得 
到 解 


_1 | fy) fi—y 
TT 1—x 一 1 风 一 y liy 


ay. 


35 Winer-Hopf 方法 (D 
形 如 


pK) ay = fr), 4>0, (5. 1) 


的 方程 称 为 Winer-Hopf 方程 ， 其 中 /(x)sSLo[0, -4 00], KK(7)E 
» 3 了 2 也 > 


ZI[ 一 co cedfiZ[ 一 oo, 十 co]， 把 投影 方法 与 Fourier 变换 结 
合 起 来 求解 这 种 方程, 称 为 Winer-Hopi 方法 ， 这 种 方程 的 求解 
步 又 大 致 如 下 ; 
(1) 延 折 p(z) 及 /(2) 到 爹 实 轴 , 使 <0 时 ,f= 二 0 又 令 
tn z<0， 
人 0， >0., 


g(r)= 《5. 2) 


划 (5. 1) 成 为 
yz) 一 | x (z—PD PWD= LF HT), — Or oo. 


(5. 3) 
《2) 对 下 式 两 端 作 逆 Fourier 变换 . 
Fr(igp) Ll—s or FP*(K)J=P*(f + EF*(9)., (5. 4) 
因为 x<0 时 ，FPF*(p) = 二 0， 所 以 (gp)ELs， 同样 PF*(f)EL3 
FP*(g)EL3， 干 是 (5. 4) 可 页 确 声 地 写 为 
Fi(gp)p{s)— TF*(f) = FP*(9), or (5, 5) 
其 中 
pfs) 一 1 一 ^/ 2x F*(K) (5. 6) 
是 (一 co, 十 co) 上 的 连续 消 数 (包括 co), 并 设 p(s) 关 0， 


pe 1 -i 
(3) 。 对 5 因子 化 - 
因 K(X)EL, 由 Riemann-Lebesgue 定理 


lim F*(K)=0. 
ls :3m 


, ee 
出 《5 lim ey = | 
取 in gz 在 (一 co 十 ceo) 上 为 这 样 的 连续 分 支 , 使 lim Inp(s) 
二 0， 叉 温 
lim iInp{s)}=0 


» I24 。 


《有 妈 令 (4. 12) 中 m=0, 若 ?天 0 则 在 下 一 节 讨 论 ). 
其 次 , 当 |z| 充分 小 时 ， 


lln (1—x) | 所 x| 


i 
叉 当 1s| 充 分 大 时 有 i 
|lng(s)| 一 [ln(i 一 ~/ 2r F*CKE))| 


二 ~ 2r FF*(K) 
IV 2rF*(K) 


Yu 2r 


~ ee 


因 下 (x)ELs， 从 而 了 F*CK)ELs， 故 Inp(s)ELs， 进 而 10 一 


i 
一 lnp(s)EL。 由 因子 化 定理 
-1 _g(s) 
pls) Qt{s) 
或 
7(s)=4 2 (5. 7》 
(9) =Lp()] exp) Hinp (0)!. z (5. 8) 


(4) 应 用 投影 定 埋 、 乘 了 定理 (5. 5) 可 写成 
gq Fr(g)—g pt(f) =qP*(g). (5. 9) 
车 9-,9+ 分 别 在 下 半 及 牙 半 平面 满足 乘 子 定理 结论 (1) 中 解析 、 
连续 、 有 界 、 属 于 L 等 条 件 .， 则 g-F*(g)ELz, 9g'F*+(g)eL;， 
qrF*(f)ELss 从 而 
yg PrP)— (grP*f)) =gFr(g) + (uF*(f)). (5.10) 
(13) (Li) (L3) (28) 
于 是 
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因此 得到 唯一 解 
p74) ) 

车 9-，g* 不 能 直接 满足 浅 了 定理 结论 (1) 中 的 条 件 , 则 将 方程 适当 
变形 使 之 能 应 用 乘 了 定 埋 再 行 讨论 ， 

例 在 [0, 二 co] 中 解 方程 

po —H epg) ays), a>0, (5.11) 

其 中 f(z)ELs50, -1 00]. 

解 接 以 上 步 又 

(1) 延 折 : 合 x<<0 时 ,了 =p=0 
一 ae"| 污 


Y<0D， 


9(Z) -} 
0， 2 >0， 


出 瞩 方 程 可 写 为 
ge)—h) erp(y)dy f(z) + ge) 
(2) 上 式 用 算 子 本 作用 ,得 


p* Tr | =P* (+p), 
或 
S2 十 (1 一 23) 7 a 
i F*(9)=F:(f) 4 FE? (9). (5. 12) 
(3) 内 子 化 . 令 =1 一 24, 并 设 Rea>>0 
S—a? 
和 _{siai)(s—ai) s—i gg- 
3 ee (Si)(s—i) sri gr 
sta 


» 3 . 


人 » 还 不 属于 1 不 便于 用 羔 子 定理 . 先 符 3 代入 {5. 12), 
卫生 以 人 然后 同 除 以 s 一 4i, 得 


率 号 十 有 Fx* | 5 rs 
G 一 CT :的 -= Te (让 


[二 . 13» 
上 式 左 问 第 一 项 SLs; 第 二 项 系数 在 8=- 一 ai 处 有 一 阶 航 点 ， 布 辣 
项 系数 在 s 二 qi 处 有 一 阶 极点 .适当 选择 4, B， 了 


1 m 率 ， 3-I-2 二 B 
0 (9—44) (8 i (用 一 Ss i i 
| 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
人 (Zi) . C13) 
i 而 * 2 wy A ds 
(sai) (s+ Qs) F+(9) S—ti s+as (5. 14) 
(Ls) CL8) 


由 上 式 左 注 et | | | 


CR 2 二 a? a 二 832 
因 Ce)SD 而 上 式 右 端 第 ~ :两 项 均 属 直 闷 ， 收 中 间 - -项 
也 必 有 属于 天， dh 所 :一 B， 如 令 a 二 289i, 出 
pe 0 
% 2 : ， 
= PD a FE) 让 于 «. 
从 而 


一 24 r 1 i 号 一 他 


人 1 le 
| f “ff 用 2 蝶 : -一 ] 0izl 。 
Ie f {yy 和 拓 加 GC: usSgnz je 
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op(z) =f(z) 上 和 |。 (古寺 Eeegnz 一 et 


为 求 出 在 之 值 ， 令 上 式 中 zz<0, 得 
0= -0 二 ec evf Cy) dy BL—a—1je"s 
所 一 |e esf(y)ady, 
故 Y>0 时 


po =f + a oT)ay 
A(/1—2A—1) ”iiy _ iain 
“0 I | f(y)ay )e J 
(5. 15) 
以 上 假设 Rea>>0， 如 果 RReqa<20 也 可 进行 完全 类 似 的 讨论 . 

容易 验证 ,此 时 百 #(98)JEZE，、， 事 实 上 ,由 (5.14) 


F*(9) 一 -ECB(s 十 ai 十 4(s 一 0 


= (A+B)s tai(B—A)] 


_ 2Bai __% 
Ss-Fri sz 
在 物理 应 用 问题 中 ， 常 常 要 求 按 指 数 增 长 的 解 ， 即 p(x) 亿 
也 江 [一 2 十 ce 但 是 对 某 个 me “gp(z)ELs[ 一 0, 十 吕 0]. 这 村 
令 gp(z)=e" g(t), f(z) 一 ec 人、 则 (5. 人) 为 


EL 


ep1(x) 一 | ECs—y) epi(y) dy=e"sfi(z), 
杰 即 - 
p(n) | Ee-g)e np (nay=f(), . (5.16) 


这 里 gw,fELs[0, 十 oo 了 只 要 ez 下 (zjEzn I, 又 化 为 了 (5. 1) 
= 328 


在 LoL 0, 十 名 ] 中 求解 ， 
还 是 以 刚才 的 例子 来 说 明 . 《5. 11) 相 应 于 (5. 16) 的 形式 是 


0 A ee ng (yy f(s) 
设 Cal 仿 20 时 ,f= 


Si wy 


G1(2) = 
0， 和 0， 
gi(z) 一 和 eeenp Cy) dy =fi(s) + ge), 
一 Or 二 oo 
Pr(gp)L1—N 2r AFP*(e te) ]—F*(f)+P*(g). 
24 
其 F (ool! i FF* (9), 
i _ 
或 是 =r) (5. 17) 
令 二 1 一 24, 并 设 Re(g--a) < 二 0, Re(lw-iQ) 守 90, 这 于 
_s§—i{%a) _s—i(g—1) 
人 35 一 (十 1 《 (0 
A 17) 写成 
二 DP 
(Li) 
s—1{(0--1) 水 如 
a 1 
ee a ds nny NR 
(L3) 
B s— i(0—1) “ 训 a B 
seilata) [si(at oa) 1 一 区 0 一 四 Tg Ss—i(Q-i 0) 
(L2) (Li) 
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a 
5— Za—qa) 

(L3) 

重复 前 面 类 似 的 运算 ,得 


Pi(z) = 有 1(2) ee (ay 


ACa—1) e-‘? +a)rl 
a(at1)® 


最 后 回 到 P(x) 和 Us 


erf. (gdy 


P(E) = -f(2) 4 sy 和 eT fy) dy 


st vio 湖 vi2iy 
ph se ay. 
i | f(y 


《5. 18) 
形式 上 , (5. 18) 与 (5. 15) 一 样 ,但 (5. 15) 中 的 : p， 了 属于 L2[0, 
十 co 而 


j (5. 18) 中 的 ,了 则 属于 指数 增长 的 类 . 


86 指标 ，Winer-Hopf 方法 (ID 
还 是 讨论 方程 (5.1), 在 关于 (x2), 了 (2?) 的 同样 假设 下 , 依 同 
样 手续 将 方程 化 为 


PSF CP) EF* (PP*(g) 
其 中 pfs) 一 1 一 37 F*CK). 


下 面 引 入 方程 (5, 1) 的 指标 的 概念 . 
定义 6.1 Winer-Hopf 方程 人 5. 1) 的 指标 系 指 


indzfs) 一 元 ALArgp?(s)]52. (6. 1) 


由 定理 4.2 证 明 前 的 说 明知 道 , 当 取 lim ln2(x) 一 0 的 Inp(s) 


3。 


的 分 支 时 ， im (x) 二 0, 而 由 (4.12) 

lim 0{r) 2nxy 
从 而 

A[LArgzfz) 1 2807 一 和 一 28T。 
于 是 (5. 蕊 的 指标 Iandpfs) 一 ?2. 


指标 有 如 下 简章 性质; 
1°” 若 p(s) 一 s 一 zo, 则 
一 芳 Imzo>0 | 
lnadp{s) = (6. 2) 
也， Imz,<<0 


这 从 定义 6.1 出 发 ,zo 固定 在 上 灶 ( 或 下 半 ) 平 而 ,让 s 从 十 % 
连续 变化 至 一 ce 时 由 Arg(z 一 20) 的 变化 直接 看 出 . 
2°. 车 


_(s—@)(s—a) (sO— Gn) (s-- Gnrm) - 
p(8) = (gs—bi)(8—b)(s—b, CS 3 (6, 3) 


其 中 
WO 
Ima; 一 ， 
<0, 玫 十 1 委 多 十 和 3 
>0, 1<iL, 
所 0 1 十 1 生生 十 六 
项 


‘Indp(s)=l—na. (6. 4} 
由 定义 6.1 及 王立 即 可 看 出 : 


Indp(s) -( 一 到 二 )- |- 却 1 tm-D) | i: 


这 个 性 质 说 盟 形 如 (C6. 3) 的 函数 的 指标 等 于 分 母 在 上 平平 面 


4 了 3 。 


的 零点 个 数 减 去 分 子 在 上 半 平 面 的 零点 个 数 ， 例 如 


(8—2) (sti) (s—i)” 《S 十 2 
(s—2i)(s+31) (s—2i) (st 31)’ (s—21)(s+31) 


其 指标 分 别 为 0, 一 1, 十 1. 

从 上 面 的 证 明 过 程 中 还 可 看 到 

3°” 指标 只 与 ?(s) 的 分 子 ,分 母 在 上 灶 平 面 中 零点 的 个 数 有 
关 , 和 而 与 它们 在 上 半 和 平面 的 实际 位 置 无 关 . 

下 面 我 们 就 齐 次 及 非 齐 次 方程 ;2&>0 及 #<0 分别 详细 讨论 . 


6.1 齐 次 方程 ,nm>0 
依 常 规 将 原 方程 (65. 1) 化 为 


p(s)F*(p)=F*(9). (6. 5) 
令 . 
r(s) -TT (6. 6)" 


则 Indr"(s) 王 一 2<0. 于 是 Indr"(s)p(s) 一 0. 在 (6.5) 两 端 同 
乘 r"(s) 得 

T"(s)Pp(s)F (Cp) = Tr"(s) P+ (9). (6. 7} 
显然 mr "《S)2(3) =1, lim lar"(s)p(s) = D0， 如 果 lnr*(s) 


PC(s)&EL, 则 家 因子 化 定理 
2 {(s)Ft(p) = (sr ts Pt(y) 
若 4 ,9! 满足 秉 子 定理 结论 (1) 的 条 件 , 则 
g(s)F: (Pp) =0. 
于 是 FC) 二 0, gq 一 FF*(gp) 二 0， 亦 有 即 齐 次 方程 只 有 零 解 ， 这 了 叉 
说 明 非 齐 次 方程 车 有 解 , 必定 唯一 . .但 要 注意 , 相应 非 齐 次 方程 是 
否 有 解 , 目前 尚 不 知道 .. 


6.2 齐 次 方程 ,n<0 
”了 32。 


显然 在 {6. 5) 两 端 同 乘 一 个 指标 为 iz >0 的 哆 数 


Tr"(8)= (2 i) 请 (6. 8) 


则 得 

gq-(s)F* (p)—r"(s)g'(s)F*(g). 
设 9-(s)SL, 在 下 半 平 面 解析 ， 连 续 到 实 轴 且 有 界 ， 则 g-(s)F* 
(g)ELi. 设 9+(s)SL, 在 上 半 平 面 满 足 解析 ,连续 、 有 界 等 条 件 ， 
但 由 于 zr"(s) 的 分 母 在 z=5 处 有 % 阶 极点 ， 从 而 可 选 搓 &1,…， 
Wns 使 


inl 


tk - n + % ee 


E 0 了 
去 ~ 
(72) (Lz) (74) 
故 


lal . 二 
cp (8 一 了 )1I8I 一 


“rm tt ( 
RD) 《s 十) 
最 后 验证 ie (p)EZ5BY(9)Ezt 这 样 ， 
一 有 本 < Ox 
rr ce) 
1 Re TE 
pr yy » 19i 线性 无 关 ， 故 (pi)， 


二 1 也 线性 无 关 ， 当 a<0 时 ， 解 空间 的 维 数 不 超 过 1?| 
例 1 求 方程 指数 w 级 增长 的 解 (C0<a<T) 

0)—A| eg(y) dy—0. (6. 9) 

解 象 上 节 呆 的 倒 子 那样 , 令 pf(z) 一 egpi(x), 代 入 方程 然后 


。 .3333 。 


显然 gs 二 


延 拓 , 作 逆 Fourier 变换 得 到 


(s 一 ia)2 士 @2 十 G2 pe 
(Ce — tuyst1 Fas 0 -FP*(9). 


设 Re(g 士 中 之 0. 了 晴 数 
(sio) + [s 一 ia 一 a) jts—i(gt+a)] 
3—ia)’+1l Ls—i(a—) si(et)] 
的 指标 为 一 1 两 端 同 乘 指标 为 士 1 的 函数 
s— tit(o—1) 
si(o—ay 


得 
S—i(kto) p(w) = S—i(o—1) px 
8—%(&% 1 (1) = 8— 1 (0— pj +(91), 
令 
本 一 
人 (3) 一 1 
4 
tr Fi(p)— s— i(w-+a) Ts—ilg—a) 
(L3) (Lz) | (L3) 
S—2(%— -1) F*( ) 一 人 Es 
-Fa a ls it+a)] A piata) si(@—a) 
Ls) 
(6. 10》 
于 是 | 
Fe (pi) = i TAB)s- otat +ei(4— _B)1. 


一 za) 人 


王 最 FC)E a + B)s[ 5--i(QG1) | 
了 要求 FC 0ELs 对 于 项 人 上 计 0. 


仿 24ai 二 BB, 则 
.334 。 


* Er ;3 一 (XI) 
F*(9)s — 0) + a? 0 Tat 


解 出 2 


p(O=prf(s=ile5D sy) 


0 1 


_pvV2rt 
> 20 [i( 


人 -一 1》e-ts7a)7 十 (ui 1)e -5], 


其 中 8 是 任意 的 . 回复 到 原来 的 少数 ,得 
pr) =P[L(V/I-24 ie et (Via 1)e 7], 

(6, 11) 
其 中 有 是 任意 的 . 此 时 齐 次 方程 6. 9) 有 一 维 解 空间 . 数 若 由 
(6. 10) 解 出 F+*(g1), 得 


着 用 + 
F¥(g)——— i 
$6.3 非 齐 次 方程 , 二 0 
将 方程 (5. 1) 按 常规 进行 变换 , 可 得 
PsP (Cp) —P* (f=F+ (9). 
因 Indpfs) 二 4 过 0， 辐 乘 因子 (6.8), 得 
r"(C9) p(s Ptp) rt (s)F*(f) =r"(s) P+ (9). 


设 (8)p(9) 一 3, 则 

gCs) FP*(p)— q'syr"(s) Ft(f)=q'(s)r"(s)F?(g). 
因 gy (s)r"*(s) 在 实 轴 土 有 界 , 所 以 (8)r"(s)FL(f)SLs， 于 是 按 
乘 了 定理 的 奖 炒 


1 
gC(S P(g 一 Le (s) rts) FL fj-— 2 
-1 : 


Ty) (Li) (13) 
， A33 全 


| 关上 
=[g*(s)r"(s) Ft(f)J +r"(s) 9: Cs) PF? (9) 一 Sy 
(L$) Ly 
解 出 ,得 


市 oe 
p= ts (8)9° (s) FS) ]- ey | 


int 


下 a 1 天 
P3O0)= 二 | ir"(s)g’ (sz Dt Dry 7 
可 见 mn<0 时 方程 对 一 切 了 有 解 。 两 解 之 差 必 为 齐 次 方程 的 解 . 
例 2 求 下 面 方 程 指 数 a 级 增长 的 解 (0<a<1) 
(5) A eg dy=f(%). (6. 12) 


解 令 f(z) 二 efi(2),p(z) 二 epi(x), 代入 (6,12)， 象 上 


一 节 的 例子 中 那样 进行 ,然后 延 拓 , 作 逆 Fourier 变换 ,得 


Ls—i(lat+o) Ls—i(g—a) lp 
FeitaT Dats 一 ix 一 0 (p)—Pf) = Pr(9). 


假设 Re(a 土 @)>0， Indp(s) =—1. 两 端 同 滋 二 7 如 二 1 并 同 例 1， 


— (ga—a) 
求 9 (5) 及 昌 *(s), 按照 乘 于 定理 的 要 求 ,将 它 它 改 写 为 
TD ~ rer rer 
1 (L535) {L353) 
a cd 
Ss—tXT0) SS—i(%—a) 
(L3) (L3) 
3 一 TfG 一 了 | 8 


“Es—ia— py 


“silai+oa) s—iltg—a) 
{ 工 朱 《6. 13) 
3 


F*(p)= (s— to)? 十 1 sr*(fi) 十 Ss—?{%+1) 


(s—1i0) :+a’ (s— ig)?+a’ 
[(A--B)s—ia(A+B)+ai(A—B)]. 
解 出 @,， 得 
24 S 一 4 和 fw 十 T) 
[十 下 | 一 一 -一 一 | 
rt (ws re (fi ))+pP (Es 一 tt)? 十 a? 


注意 ， et 利用 留 数 定理 , 计算 出 


p 1 _Y2 0 -cshoz， 多 0， 
er 


0， < 之 0. 
于 是 
ee ))= 过 人 一 二 一 尼 (z) * f(z) 
= 天] e-“e-npsha(z—y)f (yay, 
从 而 


p12) =h(2) 一 2 eenahay—n) fy) dy 


+AL(Ca—lDe C+(at+l)e es], 2>0, 
回复 到 原来 的 函数 ,得 | 


(7) =f (4) — Es 


站 | Ta(wi 豆 Ge (ydy 


十 BE 一 24 一 1)e-“1-242 十 (~/I—2A 1)e’T™Iz],z>0, 
其 中 户 是 任意 常数 ， 多 
辣 例 1 一 样 ,从 (6. 13) 可 检验 出 FY(9)ELi, 说 明 整 个 运算 是 
合理 的 . 
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6. 4 非 齐 次 方程, mn>-0 
设 算 子 天 由 下 趟 定义 : 
Kp=| KC py. (6. 14) 


当下 (z)EL,p(z)EL; 时 ,由 第 五 章 习题 10 知 玉 是 > 的 线 
性 有 界 算 子 。 记 了 为 恒 等 算 子 , 则 方程 (5. 1) 可 写 为 
(I—K)p=f. 6.15) 

以 下 暂 讨论 一 般 算 子 方程 (6. 15), 设 yp,f 均 为 某 一 且 ijbect 空 
间 恕 的 元 ， 而 工 =1 一 KK 为 线性 有 界 算 子 ， 其 伴随 算 子 为 L*==(/ 
一 五 )#* 一 了 一 下 + 容易 证 明 ,在 Hilbert 空 间 中 ，N (了 和 一 及 (五 ) 其 
中 W(Z9) 是 世 的 零 空 间 , (ZL)- 是 荆 值 域 空间 RC 的 正 交 补 空 
间 。 事 实 上 , 设 8EN(LY) 时 ， 则 区 二 0， 对 任意 经 吾 ，0:= (9， 
也 * 芭 ) 一 Dg;) ;而 Lg9ERCL), 敬 WER(L)+. 反 之 设 ER(D)2 
则 对 任意 95， 因 LgER(5)， 故 有 0 二 (9,L9) 一 (L*%,9), 下 9 
一 卫 # 甸 则 得 到 一 0 BENGD*). 碟 NL*) 二 ROL), 

(6. 15) 可 解 的 必要 充分 条 件 是 (f， 欠 一 0， 其 中 风 是 万 场 =0 
的 任何 解 ， 这 是 因为 , 若 (6. 15) 可 解 ， 则 fER(Z)， 因 YENC9) 
二 RCL)+， 半 是 (f，) = 0 有 反之 ,车 对 任何 BEN CL*) 二 RR(L)-， 
(f, 风 ) =0, 于 是 JER(L), 即 存在 9 使得 Lg 了. 

现 回 到 积分 方程 (5. 1), 这 时 五 = LL. 

洛 洪 (5.1) 的 体 随 齐 次 方程 


令 z<0 时 =0. 记 : | 
hlz) _(~| EOD Py) df, zi0, 


0, 2 >0, 
= 338* 


到 
$2)—| 天 人 一 可 pay=R(2), Ott 


作 族 Fourier 变换 ,得 

(的 [1 一 人 2 二 PK ) =F). (6. 17) 
而 

P* (R32) =F 人 天 (ed 


= 二 | 五 【一 


| K(x)e-irdr —F*(K) . 


一 x 
于 是 (6.17) 化 为 
PCS) FECp) FYCh) (6. 18) 
其 中 p(s)=1 一 M2xF*(K) 如 前 ,注意 
Indp(s) = 2AArg pCs) | = CE (6. 19) 


由 假设 ,此 时 一 4<0, 方程 (6.16) 至 多 有 | 个 线性 狼 立 解 ， 当 且 
仅 当 (5. 1 的 右 端 f 与 它们 正 交 时 , 原 方程 (5. 1) 可 解 . 

如 果 设 2<<0, 则 一 za>>0. 由 6.1 段 讨论 知 ，(6. 16) 仅 有 和 零 解 ， 
从 而 (5. 巧 伍 有 解 , 这 与 6.3 段 讨 论 一 臻 . 

在 解 方程 (5. 1 时 , 仍 按 常 规 延 拓 ,. 作 逆 Fourier 变换 .并 乘 兴 
r"(8) = =(3+4) 得 到 

(SID(SI PL (Pp) 7"(s)P(f) =r" (s) P(g9)., 

然后 因子 化 ， 利 用 乘 子 定理 、 投 影 定 理 求解 . 不 过 最 后 解 得 的 
+(9) 一 下 看 不 出 属于 .但 只 要 我 们 地 可 解 条 件 应 用 上 去 ,就 能 
证 出 (9)ELI, 试 看 下 例 . 

例 3 在 L560, + co] 中 求解 方程 
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p04 ede no ay=f(e), (6.20 
其 中 了 (zx)ELs[0, +coJ. 
解 《6. 20) 的 伴随 齐 次 方程 为 
多 (一 本 | "yar =0. .21 
令 z<0 时 忆 =0 且 令 
-| -1 dy, ¢<0, 


0, 2>0, 
则 (6. 21) 成 为 


区 (一 了 | gir-vte py) dy = hr), 一 oo<z 民 十 oc 
作 逆 Fourier 变换 ,得 


一 —— 
2) FF*(p)=Ft(h) (n=—1), 


a = 一 一 Pr(h). 
b= 5 一 也 
又 适当 选择 %, P, 使 其 成 为 
有 
CD 
(Lz) (Lz) | (L3)} 
Se | 
二 (有 一 一 一， 
(: 0 机 6 下 


了 人 


容易 看 出 此 时 = 0， 


从 而 
__ 31 _ 
划一 ey 本 有 (1I 十 ze yz0， 
(s—3) 0 ;<0, 
2 
而 


天 用 一 一 和 < 让 
3 十 一 


于 是 (6. 20) 可 解 的 充 要 条 件 号 
| +) esf(9) ay=0. (6. 22) 
方程 (6. 20) 按 常规 化 成 
(DD 
rN da 
(5 


Pi(gp)—F(f)=F+(9). (n=1)., 


人 1 
a 号 一 一 一 


5 十 下 A 

Fh (#)— ps (f)= 2 F+*(9). 
s+ s+ 3 十 二 

2 2 4 


令 9 (3) = 一 -好 (9)= 一 ,适当 选择 P,y， 使 成 为 
2 十 也 s 本 


3 


Le i bs 
Fr Wr 
C7) 6 
si 
= TD) i 6,23) 
(st 也 st 3 十 万 (s+ 却 
(区 (Lh) (Zi) (I) 
于 是 


F*(qp) 一 Ce 3i 


Ce) F*(f) 十 Ca 二 B) + 


为 了 Zax(oJEEs 几 须 a 二 HB=0 即 ax= 一 有 .因而 


a ge ) 1 到 SE 
C 


2 2 Et 
F*(f)- ] ?一 一 一 一 > 十 有 PE 
+ 本 ) (s+ 二 ) ss 十 


f 加 四 
1 1 ~ | | 2 
二 J 十 一 = 一 te ed 


> 2 
计算 和 表明 


人 0 .: ,x2>0, 
nF 2 | 二 是 
(e+ 二 (3riez(z 一 Hz<<0 
"342% 


1 和 0 , >0, 
将 2 | 一 区 
s+ 地 | —~27 ies, <0. 


于 是 
92(2) =f (2) + 上 (se f(y)ay 
| ， | 
2Aie (rz—1), z<0 
1 0 340 6. 24) 
+ v2r ei, +<0 
收 > [时 ， 


PD) = + (ze—De 3 fy) dy (6. 25) 


为 所 求 的 解 . 我 们 还 可 具体 定 出 妨 与 ? 之 值 . 在 (6, 24) 中 令 2<0， 
得 


N27 ivei(z—1) +h /ane L (zx 一 We f(y) dy 


=0i| -ze Yay+ (ve Weay | 


消去 e EA oo 
/2 (一 切 十 wA2 元 月 = 一 [oe 2/002y +| ve “f(y, 
(6. 26) 
对 >z 求 民 得 
no 
= 一 -二 。 ?f(g) dy. (6. 27) 
把 ?之 值 代 回 (6. 26), 求 得 
人 和 
| e dt ye “fy. (6. 28) 


现在 来 看 ft (9) 是 否 EL3, 从 (6.23) 得 
343» 


A 
F+(9) Pe a 
at) (et i WD r (e+) 


2/ 2/ (6. 297: 
3 
Ge 号 
由 十 分 好 中 有 因 子 s 一 万 ,一 时 看 不 出 F+ (9g)L;， 为 此 我 们 利用 
可 解 条 件 (6. 22), 则 (C6. 28) nj z 


好 = 一 A 二 | (6. 30) 
将 (6. 30) 及 (6,27) 代 入 (6,.29) 和 


F+(9) 


a (et | 


1 3iii” 了 
一 一 一 一 |: 23 es | er ; & 
AAA2Dmr Oe 1 fy day 


| esf ayer:. 
,32 J 
2 


至 此 , 我们 对 Winer-Hopi 第 二 种 方程 讨论 完毕 ， 自 然 ， 读 : 
。 3 了 4。 


省 -` 定 会 考虑 到 Winer-Hopf 的 第 一 种 方程 。 原 则 上 我 们 仍 可 用 
Winer-Hopf 方法 的 步 坚 . 问题 是 p(s3) 的 因子 化 没有 系统 方法 
可 循 ， 必 须根 据 具体 问题 来 对 待 ， 我 们 在 这 里 就 不 再 讨论 了 ， 这 
方 时 系统 的 工作 ， 可 参 邯 B, Nobel 著 Meihods Based on the 
Winer-Hopf Technigque, for the Solution of Partial Diffe- 
: rentia!l Bquations>, Pergaman Press, New York,1958, 


第 六 章 习 题 
1。 讨论 方程 
“p(y) 
v0) Edyf00) 
的 求解 , 设 f(z)6Is[0, 十 co], 并 证 明 


Estol. 


2， 验证 8 1 例 3 由 三 种 狂 靶 得 到 的 解 (1. 34), (1. 35), (1. 37) 本质 相 河 ， 
3， 验 证 $ 1 例 5 中 两 种 解法 得 到 的 解 (1. 43), 01.44) 本质 相同 , 
4- 证 明 eLs[0, 十 coi 时 


| ee Ce wa | -el 


ro “w+Yy 了 一 
5 设 %EZ 一 ce, 十 cc], 且 9 由 (3.2) 定 义 , 证 明 ' 
{1) (4- 一 0 (9-)+ 一 0， 
(2) (1) + 一 罗 +5 -一 人 0-、 
6。 试 将 琵 子 定 埋 推广 到 在 上 半 平 面 所 >4 有 有 限 个 极点 的 情形 . 
7， 试 将 乘 子 定理 推广 到 边界 上 有 有 限 个 点 有 能 奇异 性 时 的 情形 . 
8， 证 明 在 $ 3 例子 中 条 件 (3.13),(3.14) 可 用 较 缉 条 件 


[| (0) [smiRerdr < 十 co 


来 代替 ,站 当 民 ep 一 0 时 条 件 (3.13), (3.14) 可 以 除去 ， 
9、 试 在 84 定理 4.1 中 对 五 详细 于 明 
lim 1,=0 


了 HHO 


10. 证 角 在 34 例 2 中 条 . 件 


.345 ® 


1 HD art oo (1y 
Pe 一 站 


可 以 用 条 件 


1 ， -172Rep 
| To TE d+ 
Wt 1 


代替 ， 而 及 ea 一 0 时 条 件 (1) 可 以 除去 . 

11。 详细 讨论 84 例 2 中 Rep 一 0 及 Rep<<0 的 情形 . 

12. 详细 讨论 $5 例子 中 Rea<<0 的 靖 形 . 

13， 讨 论 3 5 例子 中 ( 求 指数 a 级 增长 解 时 ,0<a<1) 当 Relz 一 a)>0, 
Re(a 二 a) 过 0 的 情形 

14， 添 将 

Cz2 1)? 
内 于 化 , 共 中 a5 为 实数 ，7 C2) 一 77 (0) /9 (其 中 好 (97 他) 分 别 为 在 
上 六 及 下 半 平 面 解 析 函 数 的 正 负 边 信 ， 


PL) 一 


S48 s 
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